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1. Simbolos matematicos

Las Matematicas se pueden definir como el estudio de las relaciones entre cantidades, magnitudes y
propiedades, y de las operaciones légicas utilizadas para deducir cantidades, magnitudes y propiedades
desconocidas.

En el pasado las matemaéticas eran consideradas como la ciencia de la cantidad, referida a las
magnitudes (como en la geometria), a los nimeros (como en la aritmética), o a la generalizacién de
ambos (como en el dlgebra). Hacia mediados del siglo XIX las matemdticas empezaron a considerarse
como la ciencia de las relaciones, o como la ciencia que produce condiciones necesarias. Esta ultima
nocioén abarca la légica matematica o simbdlica, ciencia que consiste en utilizar simbolos para generar
una teoria exacta de deduccién e inferencia logica basada en definiciones, axiomas, postulados y reglas
que transforman elementos primitivos en relaciones y teoremas mas complejos.

En matemadticas es fundamental utilizar una buena nomenclatura para que los conceptos puedan
ser manejados de forma clara, precisa y concisa. Aqui es donde entran en juego los signos o simbolos
matematicos, que estan constituidos por figuras, senales y abreviaturas utilizados en matematicas para
denotar entidades, relaciones y operaciones.

El origen y la evolucién de los simbolos mateméaticos no se conocen bien. El origen del cero es
desconocido, aunque hay confirmacion de su existencia antes del ano 400 d.C. La extension del sistema
de lugares decimales a los que representan valores inferiores a la unidad se atribuye al matematico
holandés Simon Stevin (conocido también como Simon de Brujas), que llamé a las décimas, centésimas
y milésimas primas, secundas y tercias. Antes de 1492 ya se empezé a utilizar un punto para separar
la parte decimal de un ntimero. Mas tarde se usé también una raya vertical. En su Exempelbiichlein
de 1530, el matemaético aleman Christoff Rudolf resolvia un problema de interés compuesto haciendo
uso de fracciones decimales. El astrénomo aleman Johannes Kepler empezd a utilizar la coma para
separar los espacios decimales, y el matemaético suizo Justus Byrgius utilizaba fracciones decimales de
la forma 3,2.

A pesar de que los antiguos egipcios tenian simbolos para la adicién y la igualdad, y los grie-
gos, hindtes y arabes tenian simbolos para la igualdad y las incégnitas, en esos primeros tiempos las
operaciones matematicas solian ser bastante engorrosas debido a la falta de signos apropiados. Las
expresiones de dichas operaciones tenian que ser escritas por completo o expresadas mediante abrevia-
turas de las palabras. Més tarde, los griegos, los hindies y el matemético aleman Jordanus Nemorarius
empezaron a indicar la suma mediante yuxtaposicién, mientras que los italianos la denotaban con las
letras P o p atravesadas con una raya, pero estos simbolos no eran uniformes. Ciertos matematicos
utilizaban la p, otros la e, y el italiano Niccold Tartaglia solia expresar esta operacién como (). Los
algebristas alemanes e ingleses introdujeron el signo +, al que denominaron signum additorum, aunque
al principio sélo se utilizaba para indicar excedentes. El matematico griego Diofante utilizaba el signo
/" para indicar la sustraccion. Los hindies usaban un punto y los algebristas italianos la representaban
con una M o m y con una raya atravesando la letra. Los algebristas alemanes e ingleses fueron los
primeros en utilizar el signo actual, al que denominaron signum subtractorum. Los signos + y — fueron
usados por primera vez en 1489 por el aleman Johann Widman.

El matematico inglés William Oughtred fue el primero en usar el signo x en vez de la palabra
“veces”. El matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz utilizaba un punto para indicar la multipli-
cacion y, en 1637, el francés René Descartes empezd a usar la yuxtaposicién de los factores. En 1688
Leibniz utilizé el simbolo N para denotar la multiplicacion y U para la divisién. Los hindues colocaban
el divisor debajo del dividendo. Leibniz usé la forma maés conocida a : b. Descartes popularizé la
notacion a™ para la potenciacién y el matematico inglés John Wallis defini6 los exponentes negativos
y utilizé el simbolo co para representar infinito.

El signo de igualdad, =, lo creé el matematico inglés Robert Recorde. Otro matematico inglés,
Thomas Harriot, fue el primero en utilizar los simbolos > y <, “mayor que” y “menor que”. El ma-



2 Matematicas para estudiantes de primer curso de facultades y escuelas técnicas

tematico francés Francois Viete introdujo varios signos de agrupacion. Los simbolos de diferenciacion,
dz, y de integracién, f , empleados en el cdlculo, son originales de Leibniz, lo mismo que el simbolo ~
de semejanza, utilizado en geometria. El matemético suizo Leonhard Euler es el principal responsable
de los simbolos (), f, F', usados en la teoria de funciones.

FEn la siguiente tabla se proporcionan los simbolos mateméticos mas utilizados:

= igual
#* distinto

<, < | menor, menor o igual
>, > | mayor, mayor o igual
C, € | incluido o contenido
D, 2 | que contiene o incluye

€ pertenece

¢ no pertenece

= equivalente

aproximadamente igual a
para todo, para cualquier, para cada
existe

Tl <<l

3l, 3 | existe un/a tnico/a

i no existe
/,: tal(es) que
A=—B | si ocurre A entonces ocurre B

A<=DB | si ocurre B entonces ocurre A
A<= B | sucede A siy sélo si (siempre y cuando) suceda B

2. Teoria de conjuntos

Aunque la definicién de conjunto puede ser muy complicada, nos conformaremos con decir que un
conjunto es un grupo de elementos que poseen una cierta propiedad. Ademaés se cuenta con el llamado
conjunto vacio, que se denota por (J, y es el inico conjunto que no contiene ningin elemento.

Los conjuntos se denotaran siempre con letras mayisculas y sus elementos, que se escribiran siempre
en minusculas, se incluiran entre llaves y separados por comas:

A={a,b,c}, B={x}, C={7,90}.

Dados dos conjuntos A y B, diremos que B es un subconjunto de A o que B esta incluido en A si
todos los elementos de B pertenecen a A. Lo escribimos

BCA <« z€cAVxeB

Ejemplo 2.1 Sea el conjunto A = {x,y,z,t}. Este estd constituido por cuatro elementos: x,, z,t.
Podemos decir que

l.xe A ye A, z€ A t e A
2. a¢ A

3. B={y,z} = BCA.
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Diremos que dos conjuntos, A y B, son iguales si ambos estdn formados por los mismos elementos:
A=B < [r€ A < z € B].

Ademsds se tiene que el conjunto vacio estd incluido en cualquier conjunto.

Entre conjuntos se pueden realizar operaciones como la unién, la interseccion y la diferencia.
Asi, si Ay B son dos conjuntos cualesquiera tendremos que

eA UB | (A unién B), es el conjunto constituido por los elementos de A y de B:
AUB={z: 2 €A, y/ox € B}.
La unién posee las siguientes propiedades:
1. AC AU B, es decir:
VeeA,x € AUB < [r€c A=z € AUB].

2. BC AUB.

eA N B , (A interseccién B), es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A y a B:
ANB={z:z2€ A, z € B}.

Diremos que dos conjuntos A y B son disjuntos cuando A N B = (). La interseccién posee las
siguientes propiedades:

1. AnNB C A, es decir:

Ve ANB,x€ A < [xr€ ANB =z € A].

2. ANBCB.
3. AhBC AUB.
eA — B |, (A menos B), es el conjunto formado por los elementos de A que no pertenecen a B:
A—B={recA: z¢ B}.

Si B C A, se define el conjunto complementario de B en A como B¢ = {z € A: x ¢ B}.
Las propiedades de la diferencia son las que siguen:

1. A— B C A, esto es:

Vi€ A-—B,zx€A < [xr€ A— B =z c 4]

2. A-BCAUB.

Veamos todo esto en un caso concreto. Considérense los conjuntos A = {a,b,¢,d, f} v B = {z,y, s}.
Como puede observase en la figura 1, se tiene que

AUB ={a,b,c,d, f,x,y,s}, ANnB={d,f,s},
A_B:{a7b7c}7 B_A:{:Evy}
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Figura 1

Por udltimo, dados dos conjuntos A y B, se define el producto cartesiano de A y B como el

conjunto de pares ordenados
Ax B={(a,b): ac A, be B}.

Ejemplo 2.2 Si A = {a,b,c} y B ={1,2}, el producto cartesiano de ambos conjuntos sera

Ax B={(a,1),(a,2),(b1),(b2),(c,1),(c,;2)} .

2.1. Correspondencias. Aplicaciones

Dados dos conjuntos cualesquiera, A y B, se pueden establecer relaciones que liguen de alguna
forma los elementos del conjunto A con los del conjunto B. Asi, se llama correspondencia de A en
B a cualquier criterio que asigne elementos de B a elementos de A.

Una correspondencia f de A en B se denotara habitualmente por

f:A— B,

y diremos que A es el conjunto inicial y B el conjunto final. La imagen de un elemento de A es
el elemento o elementos de B que se le asignan, y la antiimagen de un elemento de B es el elemento
o elementos de A a los que es asignado. De este modo, si b € B es imagen de a € A, se escribira

f(a) =0.

Ejemplo 2.3 Considérense los conjuntos A = {1,2,3} y B = {a,b, c,d}. Entre ambos puede estable-
cerse una correspondencia f mediante la figura que sigue:
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Se tiene que

1. la imagen de 1 es a y b,

2. el elemento 2 no tiene imagen,

3. la antiimagen de c es 3,

4. el elemento d no tiene antiimagen.

Una aplicaciéon o funcién es una correspondencia que asigna a cada elemento del conjunto inicial
un unico elemento del conjunto final.

A ¥ B
a > €T
b
c Yy
d ¥z

Figura 2: Aplicacién.

Sean A y B dos conjuntos y f : A — B una aplicacién. Si S C A, se define el conjunto imagen
de S por f, o simplemente la imagen de S por f, como

fS)={f(x): zeSt={yeB:3JxeS, y=f(x)} CB.

En el caso en que sea S = A tendremos que f(A) = {f(z) : x € A} es el conjunto imagen de f o la
imagen de f. Por convenio sera f(()) = ().

Si T C B, se define el conjunto antiimagen de T por f, o simplemente la antiimagen de 1" por
f, como

ATy ={zecA: f(x)eT} C A

Tendremos ademés que f~1(0)) = () por convenio.

A B A B
5 £(5) fmHT) T
(a) Imagen de S por f. (b) Antiimagen de T por f.

Figura 3: Imagen y antiimagen por una aplicacién.
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Dada la aplicacion f : A — B, si C' C A, se define la aplicacién restricciéon de f a C como la
aplicacion

fic:C—B
z+— fie(z) = f(x)
Diremos que f: A — B es una aplicacién
= inyectiva si elementos distintos de A tienen imagenes distintas, es decir, si
ar,az € A, a1 # ag = f(a) # f(a2),

o equivalentemente,
ar,az € A, f(a1) = f(az) = a1 = ay;

= sobreyectiva o suprayectiva si todo elemento de B tiene antiimagen, esto es, si
Vbe B,Jda€c A: f(a) =0,
o lo que es lo mismo, si f(A) = B;
= biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva, o sea, si

Vbe B,3lac A: f(a)=10

A f B A f B
V 4
>~ 1
=
e < L
(a) Aplicacién inyectiva. (b) Aplicacién sobreyectiva.
A f B
a 1
b 2
c >3
d 4

(c) Aplicacién biyectiva.

Figura 4: Tipos de aplicaciones.

Si A, By C son tres conjuntos,y f : A— By g: B — C son dos aplicaciones, podemos definir
una aplicacién de A en C haciendo uso de f y ¢: la composiciéon de f con g, que se denotard por
golf.

gof: A 4, B SN C

r — y=f(x) — gy) =g(f(2))
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Figura 5: Composicién de aplicaciones.

Ejemplo 2.4 Sean f: A — By g: B — C dos aplicaciones definidas por la figura 5 Obsérvese que

(fla)) =g(x) =4, (9o f)b) =g (2) =2,
4, (gof)ld) =y 1.
2.2. Leyes de composicion. Estructuras algebraicas basicas

Llamamos ley de composiciéon interna u operacién interna definida en un conjunto A a una
aplicacion
x: AxA — A
(a,b) +— axb

Llamamos ley de composicién externa u operaciéon externa definida en un conjunto A con
conjunto de operadores K a una aplicacion

1l: KxA — A
(A\a) +— Ala

Una operacién interna * definida en un conjunto A puede verificar las siguientes propiedades:
Asociativa: (a*b)*xc=ax* (bx*c), Va,b,c € A.

Conmutativa: a *b=>bx*a, Va,b € A.

Existencia de elemento neutro: dle € A: axe=exa=a, Va € A.

Existencia de elemento simétrico: Va € A,Jla € A: axa = a*xa = e, siendo e el elemento neutro
del conjunto A.

Si * y o son dos operaciones internas definidas en un conjunto A, se dird que o es distributiva respecto
de * si Va, b, c € A se tiene que

(axb)oc=(aoc)x(boc),

ao(bxc)=(aob)x(aoc).

Si A es un conjunto con una operacién interna *, diremos que el par (A,*) es un grupo si *
satisface las propiedades siguientes:
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= asociativa,
= existe elemento neutro,
= existe elemento simétrico.

Se dice que el grupo (A, *) es abeliano o conmutativo si * es conmutativa.
Si A es un conjunto con dos operaciones internas, * y o, se dird que la terna (A, *,0) es un anillo
si

s (A, %) es un grupo,
= O es asociativa,
= o es distributiva respecto de .

Se dice que (A,*,0) es un anillo abeliano o conmutativo si o conmutativa, y que es un anillo
unitario si o posee elemento neutro.

Si A es un conjunto con dos operaciones internas, x y o, la terna (A, %, 0) se dice que es un cuerpo
si

» (A, %) es un grupo conmutativo,
s (A — {0}, 0) es grupo, siendo 0 el elemento neutro de *,
= o es distributiva respecto de .

Cuando o es conmutativa, se dird que (A, *,0) es un cuerpo abeliano o conmutativo.

3. Ndmeros naturales

La Aritmética se basa en el concepto de niimero natural; prescindiendo del andlisis de este con-
cepto, nos limitaremos a indicar que matematicamente puede introducirse partiendo de tres conceptos
base: el “1” —el uno en el sentido habitual—, “nimero” —que indica 1, 2, 3, ...—, y “sig” o “siguiente” por
el que se indica el que le sigue en el orden natural. A partir de ellos se definen los niimeros naturales
como el conjunto de entes que satisfacen los cinco axiomas siguientes:

I. 1 es un ntmero natural.

II. A cada nimero natural n, le corresponde univocamente otro que se llama el siguiente: sign.
III. El 1 no tiene precedente.
IV. Si sign = sigm entonces n = m.

V. Principio de induccion completa.— Si un conjunto C' de nimeros naturales cumple las siguientes
condiciones:

a) C contiene al 1,

b) si C contiene a n, también contiene a sign,

entonces C' contiene a todos los nimeros naturales.
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Estos axiomas, que pueden considerarse como una “definicién implicita” de los nimeros naturales,
permiten edificar de modo riguroso toda la Aritmética.

Asi, pueden definirse por recurrencia la suma y multiplicacién de ntimeros naturales y demos-
trarse las leyes usuales de cdlculo. La suma se define por las reglas siguientes, validas para cualesquiera
nym:

n+1=sign, n+sigm =sig(n+m).

Por ejemplo:
n+2=n+sigl =sig(n+1), n+3=n+sig2=sig(n+2),
La multiplicacién se define mediante las dos reglas siguientes, validas para cualesquiera n y m:
n-1l=n, n-sigm=nm-+n.
Por ejemplo:
n-2=n-sigl=n-1+n=n+n, n-3=n-sig2=n-2+n,

Siguiendo el método de induccién se prueban las reglas usuales de célculo:

Suma Multiplicacién
Ley conmutativa n+m=m-+n nm =mn
Ley asociativa (n+m)+k=n+(m+k) (nm)k = n(mk)
Ley distributiva (n+m)k = nk +mk

Adems4s se tienen las leyes cancelativas de la suma y la multiplicacién:
nt+k=m+k=n=m, nk=mk=n=m

A partir de lo anterior se definen los conceptos de mayor y menor, gracias a los cuales puede
establecerse una ordenacion de los nimeros naturales. De este modo, se dice que n es mayor que m,
y se escribe n > m o bien m < n, si existe un nimero natural k tal que n = m + k.

También por induccién se demuestran las leyes usuales de la desigualdad:

Ley de tricotomia.— Para cada dos nimeros naturales n y m, vale una y sélo una de las relaciones
siguientes: n > m, n =m, n < m.

Ley transitiva de la monotonia.— Si n > m y m > k entonces n > k.
Ley de monotonia de la suma.— Si n > m entonces n+ k > m + k.

Ley de monotonia de la multiplicacién.— Si n > m entonces nk > mk. De ésta se sigue que si
n>my k> j entonces nk > mj.

Finalmente, decir que el conjunto de los niimeros naturales se representa por N.

4. Numeros enteros

En el conjunto de los niimeros naturales son siempre posibles la suma y la multiplicacién, pero no
las operaciones inversas.

Ejemplo 4.1 No tienen solucién las operaciones 4 — 7, 17 : 3, ni en general n —m sin < m, nin:m
si n no es multiplo de m.
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Ello obliga a ampliar el concepto de ntumero, introduciendo los numeros negativos, el cero y los
fraccionarios.

Para hacer posible la sustraccion se introducen los ntimeros enteros. Llamamos niimeros en-
teros a los pares ordenados {a — b} —minuendo—sustraendo— de nimeros naturales con la condicién
de que {a — b} ={c—d}siysélosia+d=0b+d.

Siendo n € N cualquiera, se llama entero positivo +a al representado por el par {(a +n) — n},
cero al entero {n —n} y entero negativo al nimero —a = {n — (k+n)}.

A partir de las definiciones anteriores se definen la suma, el producto y la desigualdad:

Suma: {a —b} +{c—d}={(a+c)—(b+d)},
Producto: {a — b} - {c —d} = {(ac+ bd) — (ad + bc)},
Desigualdad: {a —b} < {c—d} <= a+d<b+c,

cuya fecundidad estriba en que las reglas operatorias seran las mismas que para los nimeros naturales.
Y se demuestran, la ley uniforme —el resultado es independiente del par elegido para representar a
cada numero—, asociativa, conmutativa, cancelativa, de la suma; distributiva, conmutativa de la multi-
plicacién; de tricotomia, transitiva de la monotonia y de monotonia de la suma para las desigualdades;
en cambio, las leyes cancelativas y de monotonia de la multiplicaciéon se enuncian a continuacion:

Ley cancelativa.— De ser ab = ac con a # 0, se deduce que b = c.

Ley de monotonia.— Sia > by ¢ > 0 (o bien, ¢ < 0, o bien, ¢ = 0) entonces ac > bc (o bien,
ac < be, o bien, ac = be).

Conviene completar estas leyes con la llamada Ley modular: existe, para cada una de las dos ope-
raciones —suma y multiplicacién— un ntimero llamado elemento neutro o médulo que no modifica
el valor de otro cualquiera al que se aplique.

Para la suma este nimero es el cero, ya que, siendo p un numero entero cualquiera, es p +0 =
0 + p = p; y para la multiplicacién es el uno, yaquep-1=1-p=p.

Con las definiciones y reglas anteriores la ecuaciéon a+x = b siempre posee solucién, lo que permite
interpretar el signo — como de diferencia, y definir el niimero opuesto de uno dado a como solucién
de la ecuacién a + x = 0. De dos nimeros opuestos a y —a uno es siempre positivo y éste se define
como el valor absoluto de a y se designa por |al, siendo |0 = 0.

Basandose en estas definiciones se demuestran a su vez las reglas de signos

tot=4, +—=—, —4=—, ——=+,

y la regla general de desigualdad:
a>b < a—b>0.

De ello se sigue que todo niumero positivo es mayor que todo numero megativo y de dos miumeros
negativos es menor el de mayor valor absoluto. Ademads, el valor absoluto de una suma de dos ntmeros
a y b es la suma de los valores absolutos de éstos, si ambos tienen el mismo signo; pero si lo tienen
distinto, el valor absoluto de a + b es |a| — |b| —suponiendo que |a| > |b|-, nimero inferior a |a| + |b|
por ser —|b| < |b|. Resumiendo ambos casos tenemos que

la+b] < |al +[b]-

El conjunto de todos los niimeros enteros se conoce por Z y (Z,+) es un grupo conmutativo.
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5. Ndmeros racionales

A fin de hacer posible la divisién es preciso ampliar el conjunto de los nimeros enteros, introdu-
ciendo el concepto de niimero racional.

Un nimero racional se define como un par ordenado de nimeros enteros que se representan en
la forma %, siendo b # 0; el primero se denomina numerador y el segundo denominador, con la
siguiente convencion:

C
Z_E <= ad = cb.

Ampliando asi, con la introduccién de los nimeros fraccionarios, el concepto de nimero, hay que volver
a definir para los nuevos entes, las operaciones fundamentales:

Suma y multiplicacién.— Se definen la suma y el producto de dos ntimeros racionales p = 3 y ¢ =
del modo siguiente:

)

S e}

a ¢ ad+bc ac ab
PHO=p% 3~ "% T 0d " @
La sustraccion y la division se definen, respectivamente, como operaciones inversas de las anteriores.

En el campo de los nimeros racionales son siempre posibles las cuatro operaciones: suma, sus-
traccion, multiplicacién y divisién —ésta con divisor distinto de cero—, operaciones que, por ello, se
denominan racionales. Definidas éstas, se demuestran facilmente que las leyes fundamentales, uni-
forme, conmutativa, asociativa, distributiva, modular y cancelativa de la adicién y multiplicacién,
establecidas para los enteros, se mantienen para las operaciones con nimeros racionales.

Aparte de las anteriores, se definen las Leyes de inversién: dado el nimero racional p siempre
tienen solucién las ecuaciones p 4+ x = 0 y px = 1 —ésta siempre que sea p # 0—. El ntmero = se llama
opuesto en el primer caso e inverso en el segundo.

Los nimeros racionales se dividen en positivos y negativos, dependiendo de que el numerador
y denominador tengan igual signo o distinto.

Dados dos ntmeros racionales p y ¢, se dice que p > ¢ siempre y cuando p — q > 0. De aqui se

sigue que, si 7 y 3 son positivos,

% > g < ad > bc.
De esta definicion se deduce facilmente que, para las desigualdades entre nimeros racionales, se si-
guen verificando las leyes fundamentales —de tricotomia, transitiva y de monotonia— anteriormente
establecidas, y las reglas para operar con desigualdades.

Es interesante el siguiente
. . a & . . a C
Teorema 5.1 (de Arquimedes) Si 0 < 7 < 7 existe un nimero natural n tal que ny > g
Un teorema importante que senala una diferencia esencial entre los nimeros enteros y los racionales
es el siguiente:

Teorema 5.2 Dados dos nimeros racionales p y q tales que p > q, existe siempre otro niumero racional
r tal que p > 1r > q.

Asi, por ejemplo, el nimero racional %(p + q) esta siempre comprendido entre los nimeros racionales

pPYyq.
Del teorema anterior se puede deducir el

Corolario 5.1 Dados dos niimeros racionales distintos cualesquiera, existen siempre infinitos nimeros
racionales comprendidos entre ellos.

Finalmente, decir que el conjunto de los niimeros racionales se denota por Q. Es més, (Q,+) vy (Q —
{0}, ) son grupos abelianos y (Q,+,-) es un cuerpo conmutativo.
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6. Numeros reales

Ademas de las cuatro operaciones descritas con anterioridad, hay otras que también se pueden
realizar en el conjunto de los nimeros racionales, como puede ser la potenciaciéon de nimeros racio-
nales con exponente entero: p”. La operacién inversa, llamada radicacion o extraccién de raices,
no siempre es posible en Q, y da lugar a una ampliacién de dicho conjunto: el conjunto R de los
numeros reales.

Extraer la raiz n—ésima de un nimero dado p consiste en hallar otro nimero ¢ que, elevado a la
potencia n, sea igual a p. Es decir,

Yp=q <= ¢" =p,

donde p recibe el nombre de radicando.

Ejemplo 6.1
V8 =2, vyaque 23 = 8;
V64 =8, yaque 8 =64;

ﬁ_z v (2) 4
g 3 VA 3) T o

Cuando el radicando es un cuadrado perfecto, su raiz es un nimero racional, como puede verse en
el ejemplo anterior. Sin embargo, si el radicando no es un cuadrado perfecto, la raiz cuadrada no es
un nimero racional. Por ejemplo, v/2 no es un nimero racional, ya que no puede expresarse como
cociente de dos ndmeros enteros. Tampoco son racionales los nimeros v/3, v/9, v/15 por la misma
razén. Todos estos niimeros constituyen un conjunto llamado conjunto de los nlimeros irracionales,
I, y que puede definirse como el conjunto de ntimeros que no pueden expresarse como cociente de dos
numeros enteros.

La unién de los ntimeros racionales y de los irracionales constituyen el conjunto de los niimeros
reales, denotado por R. Con los nimeros que forman este conjunto se pueden realizar todas las
operaciones hasta ahora definidas, y se verifican todas las leyes fundamentales y de desigualdad ya
estudiadas. Més atn, los teoremas y el corolario enunciados para los niimeros racionales también son
vélidos para los niimeros reales. Se tiene que (R, +) y (R—{0},-) son grupos abelianos y (R, +, ) tiene
estructura de cuerpo conmutativo.

7. La recta real. Intervalos

Los nimeros reales se representan graficamente sobre una recta llamada recta real, de modo que
a cada numero real le corresponde un tnico punto de la recta y viceversa, como se muestra en la figura
6.

Figura 6: Recta real con tres puntos cualesquiera z < y < z.

Estudiemos ahora los denominados intervalos; para ello, considérense dos nimeros cualesquiera
a,b € R tales que a < b. Se tienen los siguientes tipos de intervalos:

» Intervalo abierto de extremos a y b: (a,b) = {x € R:a <z < b}.
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» Intervalo cerrado de extremos a y b: [a,b] = {z € R:a <z < b}.

= Intervalos semiabiertos o semicerrados de extremos a y b:

(a,b) ={xeR:a<z<b}, [a,b)={reR:a<x<b}.

s Intervalos infinitos:

(a,40) ={z eR:z>a}, [a,+00)={zeR:x>a},
(—0,a)={zeR:x<a}, (—o0,al={reR:zx<a}.

FEn la figura 7 aparecen representados sobre la recta real todos los intervalos anteriores. Obsérvese
que en dicha figura aparecen puntos “huecosz puntos “rellenos”; ésta es la notacion habitual para
representar el extremo abierto del intervalo, en el primer caso, y el extremo cerrado del intervalo, en
el segundo.

R . . R
a b a

(a) Intervalos (a,b) y [a, b], respectivamente.

a b a b

(b) Intervalos (a,b] y [a,b), respectivamente.

a a

(c) Intervalos (a,+00), [a,+00), (—o00,a) y (—o0,al, respectivamente.

Figura 7: Intervalos en la recta real.

8. Numeros complejos

Los nimeros complejos aparecieron al buscar soluciones para ecuaciones como z2 = —1. No existe

ningin numero real x cuyo cuadrado sea -1, por lo que los matematicos de la antigiiedad concluyeron
que no tenia solucién. Sin embargo, a mediados del siglo XVI, el filésofo y matematico italiano Ge-
rolamo Cardano y sus contemporaneos comenzaron a experimentar con soluciones de ecuaciones que
incluian las raices cuadradas de niimeros negativos.



14 Matematicas para estudiantes de primer curso de facultades y escuelas técnicas

La llamada unidad imaginaria, definida como y/—1 y denotada por %, resulta ser una de las

soluciones de la ecuacién anterior:
2

' =—-1 < x=+i.
Decimos que toda expresién de la forma a + bi se llama ntimero complejo, donde a y b son ntime-
ros reales. Con estos nimeros se pueden realizar todas las operaciones: suma, resta, multiplicacién,
divisién, potenciacién y radicacién. El conjunto de todos los nimeros complejos se denota por C, y
(C,+,-) tiene estructura de cuerpo conmutativo.
En estas condiciones, se puede resolver, por ejemplo, la ecuacién 2 — 2z + 2 = 0:

2+ I-8 2+ 4 244 (-1) -2+2
- - > -

2
2 2=0 < =
x” + 2x + x 5 5 5

=—-1x1.

Esto es, la soluciones de la ecuacién son —1+4+14¢y —1 — 4.

El gran logro de Gauss fue demostrar que todo polinomio no trivial (es decir, que tiene al menos una
raiz distinta de cero) con coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja. De aqui se deduce
que todo polinomio complejo de grado n tiene exactamente n raices, no necesariamente distintas.

9. Potencias y radicales

9.1. Potencias de exponente entero

La potenciacién con exponente natural es un caso particular del producto en R; en efecto, si a € R
y n € N entonces

A continuacién se exponen las propiedades fundamentales de las potencias de exponente entero:
Producto de potencias de igual base: a"a™ = a™™™.

Cociente de potencias de igual base: a” : a™

Producto de potencias de igual exponente: a"b" = (ab)".

a a\”"
Cociente de potencias de igual exponente: a" : " = = <Z> .
Potencia de una potencia: (a™)" = (a™)™ = a™".
Potencia con exponente nulo: a’ =1 ya que, si n € Z,
n
=g =1 =1
a’]’L
. . _ 1
Potencia con exponente negativo: ¢ " = —.
a

Ejemplo 9.1
L (VBP(VE)P = (VB = (vB)'2,

2. (V41)7 : (V41)3 = (V41)73 = (V41)*.
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3

3. Tenemos por un lado que = = 5375 = 572 mientras que por otro

5 5.

53 5:5-9
-5.5.5 5%’

1
de modo que 572 = 5ok

() ()

Otras propiedades importantes que resultan de las anteriores son:

Producto de potencias monomias: (a"b™)(a't/)(a*bl) = a"titkym+itl,

o a™bm ) )

Cociente de potencias monomias: (a"b™) : (a't’) = T a™ I,
a

Ejemplo 9.2
1. (a3b%)(a?b) = abC.
2. (a%y)(y*2) = 2%y’z.

3. (a*be) : (a®b3ed) = a?b~20d~! = 2

9.2. Definiciéon de radical. Relacion entre potencias y radicales

Llamaremos raiz n—ésima de un nimero a € R, a otro ntimero b € R, si existe, que elevado a la
potencia n sea igual al radicando, esto es

Va=>b < b" =a.

El ntimero n es el indice del radical, a es el radicando y el signo /- se denomina signo radical.
Cuando n = 2 se escribird /a y se llamard raiz cuadrada de a, si n = 3 hablaremos de la raiz cibica
de a. Sin =4,5,... estaremos hablando de las raices cuarta, quinta, ... de a.

En cuanto a la notacion, decir que se escribira también

n

p al/n)

pues si {/a = b entonces, por definicién, a = " = (¥a)" = o™ = (a'/™)". Con esta notacién
se pueden demostrar facilmente las propiedades de los radicales, pues son las mismas que las de las
potencias con exponente entero.

Obsérvese que la potencia n—ésima y la raiz n—€sima son operaciones reciprocas o inversas. Por

ejemplo,
3

(\3/5) =2, Vab = a.

Noétese que, aplicando las propiedades de la potencia con exponente entero en los casos anteriores,
tenemos que

(\3/5>3 — (V3B =3B 9l =2 Vb= (O =¥ =dl =
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9.3. Propiedades de los radicales
Propiedad fundamental de los radicales.— %/a9" = {/ad.

Para probar esta igualdad, basta con elevar el segundo miembro a la potencia pn y observar que
se obtiene el radicando del primer miembro:

n

(Wi = (W] = (@) = o,
Ejemplo 9.3

VBa=/(3a)? = V9a2,  {/2a%(2? +y) = V2% (a? + )% = {4l (2 + )2,
VB VT =V Vm= VF-va

Transformacién de radicales.— Un radical puede transformarse de infinitas formas en otro sin més
que multiplicar o dividir el exponente y el indice del radicando por un mismo ntmero.

Ejemplo 9.4 Los radicales siguientes son iguales o equivalentes:

V948, V3a3, V2749, V81la'2.

Reduccién de radicales a indice comun.— Se opera de forma similar a la de reduccién de frac-
ciones a comun denominador:

= Se halla el m.c.m. de los indices, que serd el indice comun.

= Se divide el indice comin por cada indice y el cociente se multiplica por el exponente del
radicando.

Ejemplo 9.5 Reduzcamos los siguientes radicales a indice comun:

V3az2, ¥/3(x —2a), V5432, 3a’.

Como el m.c.m.(2,6,4,1) = 12, los radicales anteriores se convierten en

/3606712, R/32(z — 2a)2, V/53a986, V312424,

Raiz de un producto.— {/abc = /aV/bi/c.
En efecto;

(vavibie)' = (va)" (Vb)" (ve)" = abe.
Ejemplo 9.6 /27343 -729 = /27/343V/729 =3 -7-9 = 189.

Raiz de un cociente.— Va :b= d% = {a: Vb = {\;—i'

Asi es, puesto que

({’/5: %)n:(c/a)": <%>n:a:b.

A1 A 21
Ejemplo 9.7 /— =Y —— == _3,
jempio 9~ V1o 7
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. ’ , . m
Potencia de una raiz o raiz de una potencia.— ({/a) = Va™.

En efecto, como caso particular del producto de radicales se tiene:

(W)mZW%%C/E:W:(L/a—m.
Ejemplo 9.8
(\/1>3:\/4_:\/6_4=87 \/4—=<\/71)3=23:8.

Raiz de una raiz.— %/ a = "{/a.

Para probar esta igualdad basta con elevar el primer miembro de la potencia mn—€sima y observar
que resulta el radicando del segundo miembro:

(V)" ()] -

Ejemplo 9.9

V8l = V81 =V3t=3, \/V64=164=V26=2,

\/\/ V1679616 = V2838 = 2.3 = 6;

V6561 = \/ V6561 = V81 =9, /4096 = \/ V4096 = /64 = 4,

Extraccién e introduccion de factores de un radical.— Como la raiz de un producto es igual al
producto de las raices de los factores, si el exponente de alguno los factores del radicando es
multiplo del indice, podremos extraer del radical dicho factor, con sélo dividir su exponente por
el indice. Para introducir un factor en un radical habra que proceder de forma inversa, es decir,
habra que elevar el factor a la potencia que indica el indice.

Ejemplo 9.10

V72 =236 =6v2, /81a(x +y)3 =3a3(x+y)V/3,
V8a4b? + 16a4bt = /8a1b2(1 + 2b2) = 2a%b\/2(1 + 2b?);
23 =v4-3=v12, 2a*bV/2ac = V16a7b3c.

Radicales semejantes.— Son aquellos que tienen el mismo indice y mismo radicando. Pueden diferir
unicamente en el coeficiente que los multiplica.

Ejemplo 9.11

1. Vo —1, 3vVr — 1, 2av/x — 1.

2. 4v/81a3x, 2¥/192z y v/922 son semejantes ya que, simplificindolos, se transforman en
12a+/3x, 8V/3x v v/3x, respectivamente.

1 2
3. v45,3v20 y 2\/; son semejantes, pues equivalen a 3v/5, 6v/5 y g\/g, respectivamente.
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9.4. Operaciones con radicales

Suma y sustracciéon.— La suma algebraica de varios radicales semejantes puede expresarse sacando
el radical como factor comin de la suma algebraica de los coeficientes. Si los radicales no son
semejantes, la operacion se deja indicada.

Ejemplo 9.12

Loy /2%y = 2wy + /oy = (v — 2y +1) /2%
e

:3\3/54—%\/5—1—5\375—1\/54—%\/5—%%:
—(3+5-3) Va4 (3-1+3) VE- 2B+ T2

2 2

Multiplicacién y division.— Para multiplicar o dividir varios radicales con el mismo indice, se mul-
tiplican o dividen los radicandos y se le coloca al resultado de la raiz el mismo indice. Si los
radicales no tienen el mismo indice, se reducen a indice comun y se aplica la regla anterior.

Ejemplo 9.13
1. V2/3v5 = V64 V81 ¥/125 = ¥/648000.

R (5 R
S

Va2 Va

— = = Ja.

Va3

Racionalizacién de denominadores.— Suele ser frecuente que aparezcan en los calculos expre-
siones fraccionarias cuyo denominador estd constituido por una o varias raices cuadradas mo
ezxactas. Los calculos numéricos resultan mas faciles cuando se transforman dichas fracciones en
otras equivalentes cuyo denominador sea un ntumero entero. La operacién mediante la cual se
logra esto se denomina racionalizacion de denominadores. Se presentan dos casos:

o
o~

@

IS

= Si el denominador es un monomio se multiplican el numerador y el denominador por la
raiz que aparece en el denominador. Es conveniente simplificar antes los radicales, si es
pertinente, sacando fuera del radical los factores que sea posible.

Ejemplo 9.14
L5 V3 _5V3 53
T 2v3 2v3V3 2V9 6
5 3 3 3 3v/2 :3\/52 V2
"5/18  5V9-2  15v2  15v/2v2 30 10°
g 0 2 2Vbry _ 2\/5xy
S 3VBry  VBry  VBeySry  Sry
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FEl denominador de la fraccién puede ser una raiz de indice cualquiera m. En este caso se
multiplican tanto el numerador como el denominador por la raiz m—ésima de una expresion,
cuyo producto por el radicando del denominador sea una potencia m—ésima perfecta:

a a Vbm—n _am\/bm_"
Ve Ve WV b

VG R ol
2% 2¥662 12 12

= Cuando el denominador es un binomio se multiplican numerador y denominador por el
binomio conjugado del denominador, el cual se obtiene cambiando el signo de uno de los
términos. Asi, el conjugado de a 4+ v/b es a — v/b 0 bien —a + V/b. Al operar de esta forma,
resultard en el denominador una

Ejemplo 9.15

suma- diferencia=diferencia de cuadrados,

con lo que desapareceran las raices cuadradas.

Ejemplo 9.16
1 V241 V241
1. AT Ao (ErD 21 =V2+1.
V2-v3 _ (5v2-+v3)(2v2-VB) 20-7V6+3 23 -T7V6
C2v2+V3 (2v2+VB)(2v2-VB) 4:2-3 5

Simplificacion de radicales.— Simplificar un radical es escribirlo de la forma maés sencilla posible,
para lo cual se han de practicar las operaciones siguientes:

» Hacer que el indice y el exponente sean primos entre si, lo cual se logra dividiendo el indice
y los exponentes por su m.c.d.

Ejemplo 9.17

1 V9= +V32=13.
2. V64a1t5c2 = §/(23a2b3¢c)? = V23a2b3c.

s FExtraer del radical todos los factores posibles.

Ejemplo 9.18
1. V27a3 = V9a2+/3a = 3a+/3a.
2. i\/ﬂz i\/64—-2: 28\/52 21/2.
3. /2728 — 10820y2 = {/2726(22 — 4y2) = 322 $/a? — 492

s Hacer que el radicando no contenga ninguna fraccion.

Ejemplo 9.19

1. \/§a3 _ ﬁ%s = /5008 = SVTa.
165 _
\/ \/255 \/125 \/ﬁ 0= =10,




20 Matematicas para estudiantes de primer curso de facultades y escuelas técnicas

5 5 Tz 352 1 1
S\ VT \/49x2 =\ 29230 = 7 V3T

Potencias de exponente fraccionario.— Ya vimos anteriormente que podiamos escribir {/a =
a'/™. Esta igualdad se puede generalizar como sigue:

Vam = am/n,

esto es, todo nimero afectado de exponente fraccionario representa un radical que tiene por
indice el denominador de la fraccién y por radicando la base de la potencia con exponente igual
al numerador.

Ejemplo 9.20 8%/3 = V/82 = 4; (ab?)?/? = /(ab?)? = Va2b* = bV a2b.

10. Notacidn cientifica

La notacién cientifica consiste en expresar ntimeros decimales haciendo uso de potencias de 10,
teniendo en cuenta que

107% = 00001

1073 = 0001
1072 = o001
1071 = 01
10° = 1
100 = 10
102 = 100
103 = 1000
104 = 10000

Un numero escrito en notacién cientifica debe tener un tinico niimero como parte entera y el resto
debe ser decimal. Asi, para expresar un numero cualquiera en notacién cientifica habra que tener en
cuenta si el niimero, en valor absoluto, es mayor o menor que uno:

= Si es mayor que uno, se “correrd la coma” hacia la izquierda dejando una tnica cifra entera no
nula, y se multiplicard por una potencia positiva de 10 cuyo exponente es el nimero de lugares
que se ha “corrido la coma”.

Ejemplo 10.1 524 = 524’0 = 5'24 - 102, 2365’78 = 236578 - 103, —54834'1 = —5/48134 - 10".

= Si es menor que uno, se “correrd la coma” hacia la derecha dejando una unica cifra entera no
nula, y se multiplicarda por una potencia negativa de 10 cuyo exponente es el nimero de lugares
que se ha “corrido la coma”.

Ejemplo 10.2 000023 = 2/3 - 1074, 0/05497 = 5’497 - 1072, —0/00987 = —9'87 - 1073.

11. Ejercicios propuestos

(1) Realiza las siguientes operaciones:

a) —2{34+5[9(—5+4) — 3] +4};
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ando las propiedades de las potencias:

-~ ]

L0 =

| o

— o]

= &
% .9
S g g
&)
S ks
w ~— o,
s = 2 Alx
o= o0 ()
n o w «
o = s
m - =t — |
5= 8 = w»
0 n N N®
w0 ) — |y
) 2~
o) _ .S |
— ~— »n
z :

— |
]
et mA N— -
@ v o)
e 0] ~
O b - [a\]
(D) - —~ [ap)]
— o o™ _
3 g I —
— u SN—
= B
[<B] 7 o
< 75} | @
+~ fas] ~—
5 SR
—~

)
—~ =] _ ~—r
wl M ~— —
~ ~ @
~— )
N (32}
N—r N—r

iones:
n exponente negativo:

siguientes:

(5) Resuelve las siguientes expres
(6) Calcula las potencias co

(4) Calcula las potencias
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(7) Busca tres formas distintas para cada radical:

Viaat, N8a3, V0027, V16a’.

(8) Reduce los siguientes radicales al minimo indice comun:
a) 3/77,27 4m37 6/n5;
) VP, . I, VS,
c

) 3xy3
) V/5xy?, \/635—32’ \ 326?:

(9) Calcula las siguientes raices de la forma més sencilla posible:

a) V/8-27-64, +/243-32-0/00001, +/49-121-169;
b) v/25: 0/0001, +/8:0/064, /20736 :256, /243 : 32;
c) V493, V00642, /21974, V65613,

(10) Realiza las siguientes operaciones indicadas:

a) \/1+\/6+\/5+\/E;

b) 1/25v/81v/256;

c) \/3a2 + V6a* — V25a8;

32
d) ( a\/ by C\/E> .
(11) Extrae los factores del radical:

a) V8, V12, V16, V54, V64
) /2, i
4 Y8
2
c) 3v8a3, 2x2y./wly3, %\/2733313.

(12) Introduce el coeficiente en el radical y simplifica:

1
a) 7\/a, 2av/3a, 3:\/;, 3y, /TY;
N A NN Ny 74
3V2’ 2V3 a\ 27 2zy\ vy’
2 ,/81 1\ ,/4
2322 14 = =,
)3\ <+2>\/81’

a—b la+b T —
d) m, (1 —CL)\/ 2CL—CL2, ($+y) y

a+b T4y

(13) Demuestra que los siguientes radicales son semejantes:

a) 5v2, 3v8, VI§;
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b) 3&2, \/2—77 \/27 2 2_77

c) V81, /24, /9, Séa?).

Efectia las siguientes adiciones y sustracciones:

a) 63 —4V3+5V3, 3v2-3V8+3V18, 2aV3—V27a? + aV12;
3 2 3 1
b) 4VTZ— Sva+ 2o+ 2 \/;wﬁ Y16 — 50

3 2 1 14 1 9 1
SR S 2RO+ 14— — VB oy 1 - =
C)\/;Jr\/; \/EJF\/;’ B0+ /14 g9~ V8- 81’
2 1
)\/24-\/;—\/%4-\/8@ V4a — 8b — /9a — 18b + 2/16a — 32b;
2z 3z 6x cd [a®  b2d [da*c A% [viS3
3__23_ 3_ - -z - - .
)39 ATt wVa aVwa TV @
25zy° — 2513
f) (@ —y) |2 4 Joa? 0 +“y,/ TY” 2007
r—y xr—y r+y

Realiza las siguientes operaciones indicadas:

2) Vasa, Vaava, i

b) 2/3(V - ¥5) f\f\f\f

o) 3v2-2v3) (3V3-2V2), Yo —yyzT—y2Tz — 2Ty;
) (va- V) (f+f) vy (V22— /2):

) mr (a=VB) (a+ V)
)(&ﬁ) 2y (513 V) - (ff)

o 1 3
g) V2a: f/@, V8abbct : <§av ab206>;
va Va va : Va3
3 3
Ve Ve
Va vz VeV
Ja V-
Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones:
) 26 V27 5.
\/5 ) \/g 9y 2 ?
2 V2 3

VAT A
9 3y Ty 2\/ﬁ'
oy yvr' 537

23
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V3 ) vV2—zx 3zy? )

NN
2+ 6(3—1v) I

©) V2+z YB—y)? V2+V3

9 V2 V5-2 35 -2V3
3—-v2 3-2V5 2V3+3V5

) ! V2

8 Vo

(17) Escribe bajo radical uinico y simplifica los resultados:

a) VVB, V2v2, \/2V3Va, VB2

b) f/:si/g, 3\/3\/%, \/2 %\B/Z;

c) Vava, m, by %m7

(18) Escribe sin radical las siguientes expresiones:
2
a) Vva, V33, i/;’ Vab?,  Va+b;

1 / 1
b) 31_57 4\/0’\/67 Sz—l_l’ 4\/a+\/a;
3V2V2x 3y —1  20V3z
3v3z8 T Va1 3vz

(19) Formula las siguientes expresiones sin exponente fraccionario ni negativo:
a) 323, 244, (3a)¥/%;
b) 3. 25/27 (2 _ 1’)5/2, 3—1/2 _ 42/3;
c) 2°/%, (3 -a)7V%
d) 3a%2 [32/3(3ab® — 5)%?] | 3a}/2b71/261,

<)




