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1. Derivada de una funcion en un punto. Interpretacion geométrica

El problema geométrico que originé la teoria de las derivadas, esto es, el Calculo Diferencial,
fue la determinacion de las tangentes a las curvas. Teniendo en cuenta la figura 1, dada una curva y

Figura 1: Recta tangente a una curva.

un punto de ella, A, la recta tangente a dicha curva en el punto A es la dUnica recta que corta a la
curva en A.

Ahora bien, la grafica de una funcién es una curva y, como tal, podemos plantearnos el problema
de calcular la recta tangente a la grafica de la funcién en un punto. Para ello, consideremos una
funcién f : D C R — R y sea a € D un punto de modo que existe un nimero real » > 0 tal que
(a—ra+r)CD.

Centrémonos en la figura 2, en la que podemos ver la representacién gréfica de la funcién f. Hemos
denotado por ¢ a la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto a, que forma un angulo « con la
horizontal, y se ha dibujado la recta AA, siendo A > 0 un nimero real cualquiera suficientemente
pequeno, siendo A(a, f(a)), Ap(a+h, f(a+h)) y Bp(a+ h, f(a)).

La pendiente de la recta AAy, que no es més que la tangente del angulo que dicha recta forma con
la horizontal, viene dada por®

_ARB] _ flath) — fa) _ flath) — fla)

T B T ath-a n

mp

Cuando h — 0,a+h —ay f(a+h) — f(a), con lo que Ay, — Ay B, — A, es decir, la recta AA,
se ird aproximando a la recta tangente a la curva y = f(z), t. Por lo tanto, si m es la pendiente de ¢,
esto es, si m = tga, tendremos que

fla+h) = f(a)

Iim my =m <= lim =m
h—0 h—0 h

En caso de que exista este limite, se dira que la funcién f es derivable en el punto a, y escribiremos

et h) )
h—0 h

=m = f'(a).

Si x = a + h —véase figura 2—, entonces h = x — a y decir que h — 0 serd lo mismo que decir que
T — a, y la expresién anterior serd equivalente a esta otra:

o f@) = f)

r—a Tr—aQa

=m = f'(a).

Todo lo anterior se resume en la siguiente

'Dados dos puntosiy B del plano, se denotard por AB al segmento de extremos A y B, y la longitud de dicho
segmento se escribird ‘AB|.
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Figura 2: Recta tangente a la grafica de una funcién.

Definicion 1.1 Sean f: D CR — R y a € D un punto de modo que existe un nimero real r > 0 tal
que (a —r,a+1) C D. Si existe y es finito el limite

k) f) S - f)

h—0 h z—a T —a

)

diremos que la funcion f es derivable en el punto a o que existe la derivada de f en el punto a, y
dicho limite se denotard por f'(a).

De esta manera, si f es derivable en el punto a, la ecuacién en punto pendiente de la recta tangente
a la curva y = f(x) en el punto de abscisa a vendra dada por

t:y—fla)=f(a)(z—a)

Definicion 1.2 Bajo las hipdtesis de la definicion anterior, si f es derivable en cada punto de un
subconjunto S de su dominio D, se dird que f es deritvable en S.

Teniendo en cuenta la definicién 1.2, podemos definir la funcién

fl' SCR — R
r o )

a la que llamaremos funciéon derivada de f.

Por otro lado, la derivada de una funcién f indica, en cierto modo, como varia la funcién cuando
varia la variable independiente x en cuanto a la rapidez o lentitud de crecimiento o decrecimiento
de la funcién. La figura 3 puede servirnos para ilustrar este hecho, en la que se ha representado
graficamente la funcién exponencial y = f(z) = 2*: Nétese que, a medida que crece z a lo largo del eje
de abcisas, las rectas tangentes en dichos puntos van teniendo una pendiente mayor, y esto coincide
con un crecimiento més rapido de la funcién. Esto nos da pie a pensar que la derivada de una funcién
y el crecimiento o decrecimiento de ésta estan intimamente ligados. Este hecho se estudiard en una
seccién posterior de este tema.
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_

Figura 3: Relacién entre la recta tangente y el crecimiento una funcién.

2. Derivadas de las funciones elementales. Algebra de derivadas

En Ia tabla 1 se exponen las derivadas de las funciones elementales, pues el uso de la definicién

nos puede llevar a realizar cdlculos excesivamente complicados:

f(x) f'(@)
CeR 0
z* kak—1
a®, a>0 a*lna
e’ e’
1
Inz, z >0 —
x
sen cos x
cos x —senz
1
tgx 5 =1 +tglx
COS* T
1
arcsenx, ¢ € |[—1,1 —_—
-1.1] —
1
arccosz, x € |[—1,1 e
-1.1] —
1
t
arctg x 5

Tabla 1: Derivadas de las funciones elementales.

En cuanto al dlgebra de derivadas, se tiene que, si f y g son dos funciones derivables y C' € R, entonces

= (f+9)(x) = f'(2) + g (2);
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= (Cf)(x) = Cf'(2);
= (f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(2)g (x);

. (i) () = I @)9(@) ~ @) (@)
g

Ejemplo 2.1 Para determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva correspondiente a la funcién
f(x) =322 + 1 en el punto de abcisa —1, debemos hacer:

fllx) =32 +1) =32 + (1) =3(a*) +0=3-22 =6z = f'(~1) = —6,
es decir, la pendiente de la recta es igual a —6. Entonces, la ecuacién de dicha recta vendra dada por
y—f(=1)=—6(x+1) <= y—4=—6(x+1).
Ejemplo 2.2

1) Calculemos la derivada de la funcién f(z) = z* + senz. Obsérvese en primer lugar que f es la
suma de dos funciones, con lo que

f'(z) = (z* +senz) = (") + (senz) = 4a*™ + cosz = 423 + cos x.

2) La derivada de la funcién f(z) = 3e® — 425 serd

fl(x) = (3e” — 42°) = (3¢") — (42°)" = 3(e®) — 4(2°) = 3¢® — 4 - 5z = 3¢ — 202",

3) Si f(x) =Inztgx entonces

_ tgx Inz

1
") = (Inztgz) = (Inz) 't Inz(tgx) = =t 1 = )
f(z) = (nztge) = (nz) tgz + nz(tgz) T gL+ N o2z T cos?

4) Consideremos la funcién f(x) = 2ze® —arcsen x. Para calcular su derivada debemos tener en cuenta
que f es la suma de dos funciones, la primera de las cuales esta formada el producto de un nimero
por dos funciones. De este modo,

f(z) = (2xe” — arcsenx)’ = (2xe”)’ — (arcsen )’ = 2(ze®)" —
1 1

=2[(z)'e" 4+ z(e”)] — Nl 2(1-€” + ze®) —

1
=2"(142) - —.
(L+2) - ——;
21
5) Derivemos la funcién f(x) = ¥3
T

2lnz\’  (2lnz)2?—2nx(z?)  2(nz)z? — 2lnz(22)
- (22)2 4

() =

2

L o
B 2;95 —4dxlnx _ 2r—4xlnz  2z(1-2hz)  2(1-2Inz)

zt xt zt x3
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) ., senx +cosx
6) Para derivar la funcién f(zr) = ———————, téngase en cuenta que tanto el numerador como el
Sen T — CoS T

denominador son sumas de dos funciones, de manera que
/
/ senx + cosx
f) =\ ———
senx — cos T
/ /
(senz + cosz) (senx — cosx) — (senz + cos z)(sen x — cos x)

(senz — cos x)?
(cosz —senz)(senx — cosx) — (senx + cos x)(cos x + sen )

Sen2:E + COS2 T — 2senxcosx

_ —(senz —cosz)? — (senx +cosx)?  —(1 —sen2x) — (1 + sen2x)
N 1 —sen2x N 1 —sen2x
_ —l+sen2z —1—sen2zr -2
N 1 — sen 2x 1 —sen2zx’
. x® + 322 . .,
7) Para calcular la derivada de f(x) = EEFTE + 273", escribamos antes la funcién como
nz
5 2
x° + 3z
fa) = e,
Inx

la cual es la suma de dos funciones: el primer sumando es un cociente de funciones y el segundo es
una funcién exponencial. Asi,

Fo= (£ 1) - (252 s ey

Inx Inx

(25 + 322)' Inx — (2° + 32%)(Inx)’

In?x

+6%1n6

1
(5z* + 62)Inz — (25 + 32%)=
= 5 L 4 6%In6
In*z
4 1 _ (4
_ (52* 4+ 6z)Inz — (=* + 3x) 6% In 6.

In?x

. senx + cosx . i

Ejemplo 2.3 Hallemos la recta tangente a la curva y = ————— en el punto de abcisa —. Ya
Senx — cos T 2

conocemos la derivada de esta funcién, que se calculé en el apartado 6) del ejemplo anterior: y' =

—2
f'(x) = ——————. Entonces, la recta viene dada por
1 —sen2zx
_ (T = /(f) ( _ f)
v—1 (2) Fz)\#=3)

T T
sen§+cos— B 1+0_

Tenemos primeramente que

™ 2
f(§>:senz—cosz 1=0 8
2 2
En segundo lugar,
-2 -2 -2
1—sen2— sen

En consecuencia, la recta tangente tiene por ecuacién la que sigue:

Vs
—1:—2( ——).
y -
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3. Derivacidn de la composicion de funciones: la regla de la cadena

Consideremos dos funciones f: D CR— Ry g: T CR — R, con D =dom(f) y T = dom(g),
tales que f(D) C T.

Teorema 3.1 (Regla de la cadena) Si f es derivable en un punto a € D y g es derivable en f(a)
entonces la funcion compuesta g o f es derivable en el punto a y

De forma maés general, si f y g son dos funciones derivables —en los conjuntos donde lo sean—, se
tendra que

Ejemplo 3.1 Derivemos la funcién h(z) = vz* — sen x. N6tese que h es la composicién de las funciénes
f(z)=z2*—senz y g(z) = Vx = x'/2, siendo h = go f. Asi,

f'(x) = 43— cosu,
1 1 =M@ =4 (@) f(z)=
J@) = st
2 NG
1 423 — cosx

= ——(42® —cosz) =

2/ f(x) 2vV/zh —senz

Ejemplo 3.2 La funcién h(x) = arctg(lnz) es composicién de las funciones f(z) = Inz y g(z) =
arctgx, con h = g o f. Para derivarla, hacemos

v W) = ¢ (f@) F)

1 1 1

T 1imlzw (1 +1nz)

Para facilitar el calculo de la derivada de la composicién de funciones, se presenta a continuacién una
tabla andloga a la tabla 1. De este modo, si f es una funcién derivable y h es la composicién de f con
la funcién elemental correspondiente, tendremos que
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h(z) W(z)
f(x)* kf(x)*f'(x)
@ a>0 o @ Inaf(z)
/(@) el @) f'(x)
f'(@)
In f(z), f(x) >0 F(z)
sen f(x) cos f(2)f'(x)
cos f(x) — senﬁgwsf/(w)
tg f(x) co;f(f()w)
arcsen f(z), f(z) € [-1,1] = 70)
awecos f(@), f(z) € [-1.1) | -
iohy
arctg f(x) 4 f(a)?

Tabla 2: Derivadas de la composicién de una
funcién cualquiera con las funciones elementales.

Observacion 3.1 Latabla 1 es, en realidad, un caso particular de la tabla 2. Efectivamente, si f(z) =z
en la tabla 2 obtenemos la tabla 1.

Ejemplo 3.3

1) Para derivar la funcién y = sen

32 — sen 23 procedemos de la manera siguiente:

y = (sen® z — senz?)’ = (sen® z)’ — (sen z3)’ .
—_——  ——
(4) (B)

Tenemos por una lado que (A) es la derivada de la composicién de la funcién elemental es 23 y
f(x) = senz, de modo que

(A) = 3sen” z(sen )’ = 3sen” z cos z;

por otro lado (B) es la derivada de la composicién de la funcién f(z) = 23

con lo que

con la funcién seno,

3 3

(B) = cos 2®(23) = cos2® - 32? = 32° cos 2°.

Finalmente,

y = (A) — (B) = 3sen? z cos z — 322 cos 23 = 3(sen? z cos z — 2 cos ).

2) Calculemos ahora la derivada de la funcién h(z) = In(2? — 1), donde es f(z) = 2% — 1:

2 /
poy (=1 2
hiz) = x22—-1  22-1
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2 ,
22747 gorg,

3) La derivada de la funcién y = e
y = e2x2+x(2$2 +x) = e2:v2+:v(4x +1).

4) Hallemos h'(x), con h(z) = arcsen(e®). En este caso es f(z) = e” y por lo tanto

(ea:)/ e:(:

h (z) = = .
(@) V1—(e*)?2 V1-—e?
. ., 2z 2
5) Calculemos la derivada de la funcién y = arctg 1.2 donde ahora es f(x) = T2
—x —x
2¢ 1\’ 2(1 — x%) — 2z - (—2x) 2 + 222
) = 1— a2 (1—22)2 (1 —a?)?
N 2 42 (1 — 22)? + 422
L+ 2 1+ 2)2 : ) 2)2
2 =3 -3
2 + 222 2

1+a2)2  1+a%

6) Para derivar la funcién y = 222 cos(In ) debemos tener en cuenta que dicha funcién es el producto
de un nimero por dos funciones, la segunda de las cuales es la composicién de otras dos, de modo
que lo primero que hay que aplicar es la derivada del producto. Tenemos que

y' = (22* cos(In x))/ =2 (2” cos(In x))/ =2[(2*) cos(Inz) 4+ z* (cos(In z))’]

=2 |2z cos(Inz) + 22 (cos(Inz))’
N—_———
(4)
Es precisamente en (A) donde hay que aplicar la regla de la cadena, siendo f(z) = Inz:

(A) = —sen(Inz)(lnz) = %(lnx)'

Por fin se obtiene

g—sen(lnx)

y =2 [295 cos(Inz) + x ] =2z [2cos(Inz) — sen(lnx)] .

x
. ., 14+ senx )
7) Derivemos la funcién h(z) = In T—sonz ) Teniendo en cuenta que en este caso es f(z) =
—senw
1+senx
1—senz’

<1 + Senaz>/ (1+senxz) (1 —senz)— (1+senz)(l—senz)
W (x) =

1—senzx (1 —senx)?
I+senz 1+senx
1 —senx 1 —senx
cosx(1l —senx) — (1 4 senx)(— cos z) 2cos x
(1 —senx)? (1 —senx)?
- 1+ senx T "1+senx
1 —senx 1 —senx
2cosx 2cosx  2cosw 2

(I —senz)(1+senx) "~ 1-sen?z cos2z  cosz
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8) Sea y = V/sen?x — cos? 2z = (sen® x — cos? 2x)'/3. Entonces

1
y = §(Sen2 T — cos> 2:p)%_1(sem2 z — cos? 2z)

1
= —(sen?z — cos? 2w)_% (sen® z — cos? 2z)".

3

(4)
Ahora bien,
(A) = (sen® z)’ — (cos®2z)" = 2senz(senz) — 2 cos 2z(cos 2z)’
= 2sen z cos r — 2 cos 2z (cos 2z) = sen 2z + 2sen 4z.
N———

—sen 2z(2z)'=—2sen 2z

Finalmente, resulta ser
, sen 2z + 2sen 4x

B 3/ (sen?x — cos?2x)?

Y

[z —4
9) Consideremos la funcién h(x) = arccos $—_|_4 Entonces
x

Se tiene que

(A):};<r 4>‘U2<x—4>’
2 \x+4 z+4
1 3:+4(3:—4)’(3:—|—4)—(3:—4)(:E+4)’_1\/m:n—|—4—:n—|—4
T2V -4 (x +4)2 T2V —4 (z+44)2
1 jJxr+4 8 r+4 4 4
ToVar—a@ra?2 Vo —d@+4? (12— 4V + 432

En consecuencia,

4 4 4
(z—)V2(x+4)32  (z—HV2(x +4)32  (z—4)V2(x + 4)3/2

B () = -
(z) 1_3:—4 8 2v/2
r+4 Vz+4 (z +4)1/2

V2(x + 4)1/? V2 V2

T @R+ PR @-D P+ Vo Az+d)

cosS 1 x o
— 3 In (tg —). Empecemos por escribir que
2senx 2 2

= () =5 (m(123))
vy = 2sen? x 2 g2 '

(4) (B)

10) Hallemos la derivada de la funcién y =
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En primer lugar se tiene que

(cosx)'2sen?z — cosz(2sen?z)  (—senz)2sen? x — 2 cos x(sen? z)’

A = =
(4) 4sent x 4sen
_ —2senz —2cosz - 2senz(senz)  —2senz(sen’z + 2cos? z)
N 4sentx 4sent x
=1
e e
_ —(sen2 x + cos? x + cos? r) —1- cos? x
2sen3 x ~ 2sendz
En segundo lugar,
€T !/
)
<t :E)/ cos? L
B o2/ a3 3 1 _ 1
a tgE a tgE a tgfcoszf  2sen S cos~  sena’
2 2 2 2 2 2
Consecuentemente,
1 —1—cos’z 1 —1 —cos?x —sen’x
/
y =) 2( ) 2sen? x 2sen T 2sen’ x
=1
-1 (cos? z + sen® z) =2 —1
N 2sens x ~ 2sendz  sendz’

4. Derivacion logaritmica

Sean f y g dos funciones reales de variable real tales que f(z) > 0 para todo = € dom(f). Lo que
haremos aqui es derivar la funcién potencial-exponencial

h(z) = f(z)"®).

Se ha impuesto la positividad de la funcién f para que la funcién h esté bien definida?.

Por las propiedades de los logaritmos tenemos que a® = e a® — e?me de modo que podemos

expresar la funcién kA como
h(z) = @) f(z),

Asi, a la hora de derivar la funcién h haremos lo siguiente:
(4)

/ ———
W (z) = (eg(x)lnf(x)) = @M@ (g(2)In f(2)) .

Ahora bien, (A) es la derivada del producto de dos funciones: f(z) y Ing(z), con lo que

(4) = 4/@) 0 £(0) + g(e) (0 £@)) =/ (0) i £(2) + o) -2,
Finalmente,
= f ()o@
1) — 0@ WI@ () I F(a xf'(l")
1) = I ()1 @) + 9(0) 1 )
= f(2)99 ( ¢'(2)In f(z xf/(w)
= 0 (@) + o) £ )

2Recuérdese que la funcién exponencial a” estd definida para a > 0.
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Ejemplo 4.1 Calculemos la derivada de la funcién f(z) = 2*¢*. Para ello, expresamos la funcién como
f(x) = e8*® de manera que

:xtgz

f/( _ ztgxlnzx /_ tgrlnz 1 I tgx /1 1 !
x)= e =e (tgzlnz) =" [(tgz) Inz + tgz(Inz)’|
— 82 In z +tg_ac .
cos?x T

Ejemplo 4.2 Para derivar la funcién f(z) = (senx)

2 o .
"+ escribdmosla primeramente en la forma

f(l') — 6(x2+x) In(sen ) )

Entonces

2
(senz)*”+=

——f
/
f’(l’) _ (e(x2+x) 1n(senx)) — e(x2+x) In(sen x) [(1‘2 + .Z') ln(sen 1’)],

= (sen x)m2+$ [(23: +1)In(senz) + (2% + ) o8 3:] .

sen T

5. Derivadas sucesivas

Hasta ahora hemos visto que, derivando una funcién f(x), se obtiene otra funcién f’(z) que, como
funcién que es, también podria derivarse, resultando asi la denominada derivada segunda de f,
y que se denotard por f”. Esta es una nueva funcién que de nuevo podria derivarse, obteniéndose
entonces la llamada derivada tercera de f, y que se denotard por f”’. Este proceso de derivacién se
denomina cédlculo de las derivadas sucesivas de f.

Ejemplo 5.1 Sea f(z) = 2* — 3senz. Tenemos que

f(z) =423 —3cosx, f"(x) =122+ 3senz, f"(r)= 24z + 3cosz,
f)(x) =24 — 3senu, f9(z) = —3cos, f*)(z) = 3sen z,

Como se muestra en el ejemplo anterior, en el que se ha calculado hasta la derivada sexta de f, se
puede seguir derivando hasta el infinito.

6. Aplicaciones del célculo diferencial. Estudio local de funciones

Las aplicaciones fundamentales del calculo diferencial residen en el estudio del crecimiento o de-
crecimiento de una funcién asi como de la concavidad y convexidad de aquélla en un intervalo. Este
estudio conlleva ademés la determinacién de los maximos, minimos y puntos de inflexién que dicha
funcién pudiera poseer.

La utilidad bésica de dichas aplicaciones consiste en determinar los maximos y minimos en la
resolucion de problemas fisico-quimicos y de la naturaleza en general.
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6.1. Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Ya en el tema 6 se estudiaron los conceptos de funciones crecientes y decrecientes en un conjunto
S C dom(f) —véase pagina 24 de dicho tema —. Lo que haremos ahora es caracterizar dichos conceptos
haciendo uso de la derivada. Para ello, considérese una funcién f : [a,b] — R, con [a,b] C dom(f), y
derivable en el intervalo (a,b), esto es, existe f’(z) para todos los puntos x € (a,b).

Teorema 6.1 Se verifica que

(1) f'(x) >0, Vx € (a,b) = [ es estrictamente creciente en (a,b);

(2) f'(x) =0, Vx € (a,b) = [ es constante en (a,b);

(3) f'(x) <0, Vx € (a,b) = [ es estrictamente decreciente en (a,b).

Cabe tener siempre presente que la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la gréfica de la funcién en dicho punto. Asi, en el teorema anterior, (1) indica que la
pendiente de las rectas tangentes a la curva y = f(z) son positivas, en (2) las pendientes son nulas,
es decir, las rectas tangentes —que son horizontales— coinciden con la gréfica de la funcién y en (3) se
tendra que dichas pendientes son negativas. Estos comportamientos quedan ilustrados en la figura 4:

Funcién creciente Funciéon decreciente
107 100
Y Y
° X X
Figura 4

Ejemplo 6.1 Considérese la funcién f(z) = 22 + 62. Tenemos que

/ —
fl(x) =22+6=2(x+3) = fllr)>0 <= 2+3>0 <+= z>-3

f(z) <0 <= 2+4+3<0 <= z<-3

f es estrictamente creciente en (—3,+00),

f es estrictamente decreciente en (—oo, —3).

Ejemplo 6.2 Estudiemos la monotonia de la funcién f(z) = %_1_1 Para ello, calculemos su derivada:
x

2241 — 222 1— 22

f@ ==y ~ @
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Como el denominador de f’ es positivo para cualquier x € R, tendremos que
fl)>0 <= 1-22>0 <<= 2°<1 <+ -1<z<1
flx)<0 <= 1-22<0 <= 2°>1 <= z<-lobienz>1

f es estrictamente creciente en (—1,1),
=

f es estrictamente decreciente en (—oo, —1) U (1, +00).

6.2. Puntos criticos de una funciéon. Maximos y minimos

Considérense una funcién f : D C R — R, siendo D = dom(f), un subconjunto A C D y un
punto zg € A.

Definicidn 6.1 Se dice que xg es un mdximo absoluto de f en A si

‘f(ﬂfo) > f(x), Vo € A‘.

Se dice que xg es un minimo absoluto de f en A si

‘f(ﬂfo) < f(z), Vo e A‘.

Ejemplo 6.3

1) La funcién f(z) = 22 posee un minimo absoluto en el punto x¢ = 0, pues f(0) = 0 < f(z) = 22,
para cualquier z € R.

. 1 o . . .
2) La funcién f(z) = — no admite ni maximo ni minimo absolutos en R, pues
x

lim f(z) = —o0, lim f(z)= +oc.

z—0~ z—0t

T
3) La funcién senz definida sobre el intervalo [0, 7] posee un maximo absoluto en el punto xg = 5

T
PO ser sen o = 1 > senz, para todo x € [0, 7.

Enunciamos ahora el siguiente

Teorema 6.2 (de Bolzano—Weierstrass) Si f es continua en un intervalo cerrado |a,b] entonces posee
un mdzimo y un minimo absolutos en [a,b).

Consideraremos en lo que sigue, salvo que se especifique lo contrario, un intervalo cerrado [a,b] C D
y xo € (a,b).

Definicion 6.2 Diremos que f tiene un mdximo local o relativo en xg € (a,b) si existe un entorno
de xo de radio r en el que se verifica:

‘f($0)>f(33), VIEG(Zﬂo—T,ﬂ?oJrT)‘-

Diremos que f tiene un minimo local o relativo en zy € (a,b) si existe un entorno de xy de radio
r en el que se verifica:

‘f(aco) < f(z), Ya € (xg — ryxo + 1) ‘

Los mdzimos y minimos locales reciben la denominacion conjunta de extremos locales o relativos

de f.
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maximo

maximo

minimo

|
( | \
\ Y
a w1 To—r T2 T2+ 3 p

Figura 5: Maximos y minimos locales.

6.2.1. Condicidon necesaria de extremo local

Observando la figura 5 podemos ver que las tangentes a la curva y = f(z) en los extremos locales
son rectas horizontales, esto es, tienen pendiente nula, de modo que f'(z1) = f'(z2) = f'(x3) = 0. De
este modo, siguiendo con las hipdtesis anteriores, se tiene que

f es derivable en z¢ y z¢ es un extremo local de f = f/(x¢) =0

Con esto se estda diciendo que los extremos locales se encuentran entre los puntos que satisfacen
f'(xz) = 0, los cuales se denominan puntos criticos, estacionarios o singulares de f. No obstante,
no todos los puntos criticos de f son extremos locales de f, de modo que necesitamos una condicién
suficiente para averiguar cudles de los puntos criticos son méaximos o minimos locales.

6.2.2. Condiciones suficientes de extremo local

Como ya hemos dicho anteriormente, los puntos criticos de f son los posibles candidatos para ser
los maximos y minimos de f. Pues bien, vamos a proporcionar dos criterios para ver cuando un punto
critico de la funcién f es un extremo local.

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA.- Supongamos que Zg es un punto critico de f. Si f'(z) > 0 a
la izquierda de xo y f/(z) < 0 a la derecha de z( entonces f tiene un méximo local en zg. Si,
por el contrario, f'(z) < 0 a la izquierda de 29 y f'(z) > 0 a la derecha de z(y entonces f tiene
un minimo local en xg.

Ejemplo 6.4 Dada la funcién f(z) = 2 — 322, que es continua y derivable en todo R por ser
una funcién polinémica, estudiemos su monotonia.

En primer lugar debemos hallar sus puntos criticos, que son las soluciones de la ecuacién f'(z) =

0:
Fla) = 8% — 6 = (e —2) =0 =

En segundo lugar, hay que estudiar el signo a la izquierda y a la derecha de los puntos obtenidos
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Figura 6: Criterio de la primera derivada.

anteriormente. Para ello, tomamos puntos arbitrarios del modo siguiente:

f'(=1)=9>0=f'(z) >0,Vz <0,
ff(1)=-3<0=f(2)<0,0<2<2, (7

f'3)=9>0=f"(x) >0,V > 2,

x = 0 es un maximo local de f

x = 2 es un minimo local de f

CRITERIO DE LA DERIVADA SEGUNDA.- Supdngase que xg es un punto critico de f. Si f”(xzg) > 0
entonces f tiene un minimo local en zg. Si f”(xg) < 0 entonces f tiene un mdximo local en x.

Ejemplo 6.5 Consideremos la misma funcién del ejemplo anterior. Entonces

f"(z) =6z —6==6(x—1).
Como f”(0) = —6 < 0 f alcanza en x = 0 un méximo local. Por otro lado, al ser f”(2) =6 > 0,
el punto x = 2 es un minimo local de f.

6.3. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

Sea f una funcién definida en un intervalo [a,b] C D y sea g € (a,b).

Definicidn 6.3 Se dice que f es concava en el punto xq si la recta tangente a la grdfica de f en xg
queda por encima de la grdfica en un entorno de xg.

Se dice que f es convexa en el punto xy si la recta tangente a la grdfica de f en xg queda por
debajo de la grdfica en un entorno de xg.

Diremos que f es céncava (convexa) en el intervalo (a,b) silo es en cada uno de sus puntos.

Y Y

Funcién céncava Funcién convexa

|
[ [
[ [
[ \
a o b

X

[ Y S——
8
o
[} E——

Figura 7: Concavidad y convexidad.
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En las condiciones anteriores, supongamos que existe f”(z) para cualquier z € (a,b). Se tienen los
siguientes resultados:

Proposicion 6.3

[ es concava en (a,b) = f"(z) <0, Vz € (a,b)

f es conveza en (a,b) = f"(z) >0, Va € (a,b)

Teorema 6.4

/" (z) <0, Vz € (a,b) = [ es concava en (a,b)

/" (xz) >0, Vz € (a,b) = f es conveza en (a,b)

Ejemplo 6.6

1) Los intervalos de concavidad y convexidad de f(x) = 23 — 2 se hallan del siguiente modo:

<0,V <0 = f escéncava en (—o0,0),

f"(z) = 6z

>0,Vz >0 == f es convexa en (0,+00).

2) Estudiemos la concavidad y convexidad de la funcién f(z) = = — 5.

Como f"(z) = —30z* < 0 para todo = € R, la funcién serd céncava en todo R.

Una funcién f tiene un punto de inflexién en xy cuando en dicho punto f pasa de ser céncava a ser
convexa, O viceversa.

Zo

Figura 8: Punto de inflexién.

Proposicion 6.5 La condicion necesaria para que f tenga en xg un punto de inflexion es que exista

f"(z0) y f"(z0) = 0.
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Nos encontramos con el problema de que la condicidon expuesta en la proposiciéon anterior no es
suficiente, es decir, el hecho de que exista f”(zg) y f”(xg) = 0 no implica que z(y sea punto de
inflexién, aunque si sabremos que x es un posible punto de inflexién. Para saber con exactitud si lo
es o no, estudiamos el signo de f” a la izquierda y a la derecha de xy para conocer la concavidad y
convexidad de f.

Ejemplo 6.7

1)

2)

6.4.

En el ejemplo anterior para la funcién f(r) = 2% — 2 tenemos que
f"(z) =0 < 6r=0 < 2=0.

Como la funcién f pasa de ser convexa a concava en dicho punto, tendremos que z = 0 es el punto
de inflexién de f.

Considérese la funcién f(x) = z. Se verifica que
@) =122 =0 < 2 =0.

Ahora bien, tanto a la izquierda como a la derecha del punto z = 0 tenemos que f” es positiva,
con lo cual f es convexa en todo R, y entonces el punto = 0 no es un punto de inflexién.

Problemas de maximos y minimos

Los maximos y minimos no sélo se aplican en la resolucién de problemas puramente matematicos,

sino también en fisica, quimica y biologia, economia y en la técnica. En estos problemas suelen darnos
en el enunciado el cumplimiento de la condicién de maximo o minimo.

1)

2)

Veamos algunos ejemplos:

Hallar un nimero positivo cuya suma con su reciproco sea minima.

. 1 . . 1
Llamemos z al nimero que nos piden; su reciproco es —. El enunciado nos dice que = + — debe
T T

1 1+a?

ser minima, con lo cual debemos hallar los minimos de la funcién S(z) = =z + — . Para
x
ello, hallemos los puntos criticos de S:
/ a? —1 2
S)=—5—=0 = 2°-1=0 = ==
x
Como nos estan pidiendo un numero positivo, desechamos el valor x = —1. Procediendo por el

criterio de la derivada segunda se tiene que
" 2 14 .
S"(x) = 5 = S"(1) > 0=z =1 es un minimo de S,
T

con lo que el numero pedido es, efectivamente, z = 1.

Dado un circulo de radio 4 dm, inscribir en él un rectangulo de area maxima.
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Obsérvese la figura anterior. El area del rectangulo es A = zy. Nos encontramos ante una funcién
que depende de dos variables, x e y, y sélo sabemos calcular maximos y minimos de funciones de
una variable. No obstante, podemos encontrar una relacién entre z e y, de modo que sea A = A(x).
En efecto; considérese el tridngulo de vértices A, B y C. En virtud del teorema de Pitdgoras, y
teniendo que cuenta que y indica una longitud, se tiene que

82 =22 4+ 9? — y = /64 — 22,

de modo que
A(x) =264 — 22

Una vez conseguida la funcién del drea, debemos calcular sus maximos:

128z — 4a3
A(r)= ——F—m =0 < 1282 —42® =42(32 —2%) =0
(@) 2264 — 22 ( )
— =0, z=+4V2.
Los valores © = 0 y = —4+/2 carecen de sentido pues los lados de un tridngulo son positivos,

luego

r=4vV2 =y =1/64 - (4V2)2 = 4V2.

Es decir, se trata de un cuadrado de lado 4v/2 dm y de érea 32 dm?.

(Compruebe el alumno que A”(4y/2) < 0 para verificar que se ha obtenido un méaximo.)
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7. Diferencial de una funcién en un punto

Sea f: D C R — R una funcién derivable en un punto a € D. Entonces, por definicién,

i Jlath) = fla) _

h—0 h z—a Tr—a

Si h es suficientemente pequerio o, lo que es lo mismo, cuando x es un punto muy préximo a a, podemos
escribir que

r—a

f(@) = fla) = f'(a)(z — a) | <= |f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) |

Con esto estamos diciendo que, en un entorno del punto a, podemos calcular de forma aproximada el
valor de f(z). Del mismo modo, escribiremos

fla+h)—fla) = flla)h| <= |fla+h)~ fla) + f(a)h)

es decir, si h es suficientemente pequeno, podemos conocer de forma aproximada la variaciéon que
experimenta la funcién en un entorno del punto a. La expresién f/(a)(x —a) = f'(a)h recibe el nombre
de diferencial de la funcién f en el punto a.

Ejemplo 7.1 Para calcular la variacién que experimenta la funcién f(x) = 22 — 3z al pasar del punto
2 al punto 2’5, tendremos que calcular f(2'5) — f(2) de forma aproximada, es decir,

F@5) — £(2) ~ (225 — 2) = (2)0'5.
Como f'(z) = 2z — 3, entonces f/(2) =4 — 3 =1y, en consecuencia, f(2'5) — f(2) ~ 0'5.

Ejemplo 7.2 Calcular de forma aproximada v/28 teniendo en cuenta que v/27 = 3.
Hagamos f(z) = /z; entonces lo que debemos hacer es calcular el valor aproximado de f(28). Asi,
usando el concepto de diferencial tendremos que

£(28) = V28 ~ f(27) + f'(27)(28 — 27) = 3 + f/(27).

Teniendo en cuenta que f'(z) = 1/3V/22, f'(27) = 1/27, de manera que

Camr ., 182
f(28)_\/%_3+27_27_3037.

8. Ejercicios propuestos
(1) Determina las ecuaciones de las tangentes a las curvas que se exponen a continuacién en los puntos
de abscisa 1,0, —1:

3 .
241’

a) y=322+5,y=a3-32% y =
b) y =e", y=tgx, y =secx.

(2) ;Coémo pueden hallarse los puntos de la grafica de una funcién en los cuales la tangente es paralela
al eje OX? Aplicalo a la funcién y = 23 — 12z.
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(3) Dada la funcién f(z) = 222 — 3z — 1, halla las coordenadas de los puntos de dicha curva en los
que la tangente forma con el eje OX un angulo de 45°.

(4) Calcula las derivadas de las funciones siguientes:

) 1) = 2, ow) = 2, by =
x4
b) f(z) = 2", g(z) = 22" + 2% —2® +4, h(z) = 61_1_5x + §x+4
C) f(ﬂl‘) = 1’2(7 - x)? g(ﬂl‘) = (5.’1’2 - 3)(.’1’2 +o +4)7 h( ) = x26m7
_ 4_3 2+7 1
6) f(@) = o 9(a) = = h(x) = 7o

(5) Calcula la derivada de las siguientes funciones aplicando la regla de la cadena:

0

a) f(z) = (z —2) g(x) = (1 - 2*)%, h(z) = A= p
b) f(x) =3z, g(x) = V2=, h(z) = V3z?;

2z 1—=z
) flz) =zv32? -1, g(z) = Ji T h(z) = Vigs

Inx

d) f(z) =In(32* = 7), g(z) = —, h(z) = In(z - 2)*;

) f(:v)ZIDii,g(:c)zln\/i—jh(w)z Iz

1 x
f) f(z) =In Va3, g(z) = e*In = h(z) =1In eme_ T

(6) Halla las derivadas de las siguientes funciones trigonométricas:

x g(x) = cos bz, h(z) = sen(7x — b);

a) f(z)
b) f(a:): ( —azx), g(r) = 3tg2x, h(x) = sen? z;
c) f(=)
d) f(x) =

r) = cos?(x? + 1), g(x) = tg 5z, h(z) = sen? 4u;
x) = vsen 2z, g(x) = Intg(l — x), h(x) = sen /In(1 — 3x);
e) f(z) = ¥senz, g(xr) =sen®zcosz, h(z) = %;

f) f(x) = sec(5x + 2), g(z) = ctgx cos?(2z + 1), h(x) = cosec?(1 — x);
cos 2z + sen 2z
g) f(z) S PR g(z) = arcsen 2x, h(x) = arc cos z7;

r+1

h) f(z )—aur(:tg1 1,g( ) = arcsen

(7) Aplicando la derivacién logaritmica, calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) y=a"", y= {x,y= {Fenz;
b) Y= COSSC, Yy = (Senx)arctgaz’ Yy = xsecx;

¢) y=(z2+4x —1)%, y = (arctgx)®*, y = “/arccosz.

(8) Calcula las derivadas primera, segunda, tercera y cuarta de las funciones:
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a) f(z) =
b) f(x)
c) f(z) =sen(ax + b).

223 — 1522 + 362 — 12;
1 .
X

7

Un punto material se mueve de acuerdo con la siguiente ley: e(t) = 2t — 5v/t. Halla su velocidad
y aceleracién en los instantes t =1, t =2y t = 3.

Dadas las funciones f(z) = €%, g(z) = e ® y h(z) = 223 — 62% + 10, determina los intervalos de
crecimiento de las mismas.

Halla los maximos y minimos de las funciones:
a) f(z) =2* — 822+ 3, g(x) = 22% — 2122 + 722 + 1;
b) f(z) =23 — 322 — 45z + 2, g(v) = €*(22 + x — 8).

Dada la curva y = 2* — 622 + 9, determina los puntos de inflexién y los intervalos en que la curva
es cbéncava o convexa.

Hallense los méximos, minimos y puntos de inflexién de la funcién y = z*(1 — z)3.

Descompén el niimero 44 en dos sumandos, tales que el quintuplo del cuadrado del primero mas
el séxtuplo del cuadrado del segundo sea minimo.

De todos los tridngulos isdsceles cuya base y altura suman 20 m, jqué base tiene el de area maxima?

Un recinto esta formado por un rectangulo y un semicirculo que tiene por didmetro uno de los
lados del rectangulo. El 4rea del recinto es de 5 m?. Calcula las dimensiones del recinto para que
su perimetro sea minimo.

A una ventana de 1 m? de 4rea se le quiere construir un marco. Si el coste del marco es de 1 euro
por cada metro de altura de ventana, y de 0’60 euros por cada metro de anchura, jcudles son las
dimensiones del marco més econémico?

De todos los rectangulos cuyo perimetro es 60 cm, indica las dimensiones del de drea maxima.

Hallar las dimensiones del rectangulo de drea maxima que se puede inscribir en una circunferencia
de 10 cm de didmetro.

Hallar las dimensiones que hacen minimo el coste de un contenedor que tiene forma de parale-
lepipedo rectangular, sabiendo que su volumen ha de ser de 9 m?, su altura de 1 m y el coste de
su construccién por m? es de 30 euros para la base, 36 euros para la tapa y 24 euros para cada
pared lateral.

Estimar el valor de la funcién f(x) = y/senz en el punto 7/8 teniendo en cuenta que sen(mw/4) =
V2/2.
. Cuaél es el valor aproximado de In 2’57

332

Estimar de forma aproximada el incremento o decremento que experimenta la funcién f(z) =
cosS T

al pasar del punto 1 al punto 1'2.



