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1 Propiedades algebraicas de los nimeros reales.

Antes de comenzar a enunciar los primeros axiomas hemos de aclarar algunas cuestiones. Ya que el
conjunto de los nimeros reales puede construirse a partir de la axiomatica de la teoria de conjuntos, las
proposiciones que ahora enunciamos pueden deducirse a partir de esa axiomatica. No te extraiies, por
tanto, que le llamemos propiedades al referirnos a esas proposiciones que para nosotros seran axiomas. Por
otra parte, supondremos conocido, al menos intuitivamente, el concepto de operacién en un conjunto. En
esta primera seccién enunciaremos las propiedades algebraicas y mds adelante enunciaremos las de orden y
la de completitud. Vamos a ello.
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1. PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LOS NUMEROS REALES.

AXIOMAS DE CUERPO CONMUTATIVO

Existe un conjunto, denotado por R y a cuyos elementos llamamos niimeros reales, en el que estan definidas
dos operaciones: una llamada suma y denotada por "+" y otra llamada producto o multiplicacion y
denotada por "-", tales que si a,b € R, entonces la suma a+b € Ry el producto ab =a-b € Ry
verificando las siguientes propiedades:

Asociativas: a+ (b+c¢) = (a+b) + cy a(be) = (ab)e, si a,b,c € R.
Conmutativas: a+b=0b+ay ab=ba, si a,b € R.
Elemento unidad: Existe un elemento, denotado por 1y llamado uno, tal que 1-a = a, si a € R.

Elemento nulo: Existe un elemento, denotado por 0 y Ilamado cero, que es distinto de 1 y verifica
O+a=a,siacR.

Opuesto: Para cada nimero a € R existe otro nimero, denotado por —a y llamado el opuesto de a, tal
que a + (—a) = 0.

Inverso: Para cada nimero a € R, a # 0, existe otro niimero, denotado por a~! y llamado el inverso de
a, tal que aa™! = 1.

Distributiva: a(b+ c¢) = ab+ ac, si a,b,c € R.

Al conjunto de los niimeros reales R se le Ilama cuerpo conmutativo por verificar las anteriores propiedades.
A continuacién recogemos otras propiedades que pueden deducirse de los axiomas:

PROPOSICION 1.1

(a) El nimero uno es el dnico que tiene la propiedad 1-a=a, a€ R,
(b) El nimero cero es el tnico que tiene la propiedad 0+ a =a, a€R.
(c) Cada ndmero real a € R sélo tiene un opuesto.

(d) Cada nimero real a € R sélo tiene un inverso.

DEMOSTRACION

(a) Supongamos que otro ndmero u verifica u-a = a, a € R; en particular para a = 1, debe ser
u-1=1. Por otro lado es 1 -u = u. Por la propiedad conmutativa es u-1 = 1-u, asi que de ambas
igualdades es u = 1.

Ejercicio I1.1. Observando la demostracién anterior prueba (b).

(c) Seaa € Ry supongamos que existen dos nlimeros reales a’ y a” que verifican: a+a’ =0y a+a” = 0.
Tenemos entonces (jcudl es la propiedad que se aplica en cada paso?):

ad=d+0=d+(a+d)=(d+a)+d"=0+d" =d"

Ejercicio 11.2. Observando la demostracién anterior prueba (d).

Introduccion al analisis matemdtico



TEMA 2. CONJUNTOS NUMERICOS

15

PROPOSICION 1.2

(i) Sia € R, a+a=asiysélosia=0.

(i) a-0=0, a€R.

(i) —(—a) =a, a €R.

(iv) Sia € R ya#0, (ail)fl =a.

(v) a(—=b) = (—a)b = —(ab), a,beR.

(vi) SiacRya#0, (—a)'=—al.

(vii) Si a,b € R, entonces ab=10 si y sélo sia =0 6b=0.

(viii) Si a,b €R, a0 yb+#0 entonces (ab)™! =a~1b71.
DEMOSTRACION

(i) Vemos primero la implicacién "a +a = a = a = 0". Tomemos a € R verificando a + a = aq,
sumando a esta igualdad —a resulta que (a + a) + (—a) = a + (—a). Aplicando al primer miembro,
sucesivamente, las propiedades asociativa, del opuesto y del elemento nulo, resulta:

(a+a)+(—a)=a+a+(—a))=a+0=a.

Por otro lado, el segundo miembro es a + (—a) = 0. De ambas, a = 0.

Vemos ahora la implicacién "a = 0 = a+a = a”. Esta implicacidn es trivial, ya que por la propiedad
del elemento nulo es 0 + 0 = 0.

(i) Sea a € R, entonces (jqué propiedad se aplica en cada paso?)
(a-0)+a=(a-0)+(a-1)=a(0+1)=0a-1=a.

Puesto que cero es el dnico que tiene la propiedad 0 + a = a (ver proposiciéon 1.1), resulta que
a-0=0.
(iii) Sea a € R, entonces (—a) +a =a+ (—a) =0, luego a es el opuesto de —a; esto es, a = —(—a)

Ejercicio 11.3. Usa la misma idea para probar que (ail)fl =a.

(v) Sean a,b € R, entonces
ab+a(—b) =a(b+ (-b)) =a-0=0.

Por tanto a(—b) es el opuesto de ab; esto es, a(—b) = —(ab).
Ejercicio 11.4. Prueba que (—a)b = —(ab).
(vi) Seaa € Ry a # 0, entonces
(—a)(—a™') = —a(—a™) = —[~aa" ') =aa"' = 1.

1

Luego —a™" es el inverso de (—a).

Quico Benitez
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(vii) Sean a,b € R, ya sabemos que si @ = 0 6 b = 0 entonces ab = 0, veamos entonces el reciproco.
Supongamos que ab = 0, debemos probar que alguno de ellos es cero. Supongamos que uno no es
cero; por ejemplo a, entonces existe a~!. Multiplicando la igualdad ab = 0 por a~! se obtiene:

a Yab) =a"'-0.
El segundo miembro es cero y el primero es a~!(ab) = (a"ta)b=1-b="b. Asi que b= 0.
(viii) Sean a,b€R, a# 0y b+#0. Probemos que a~'b~! es el inverso de ab:
(ab) (a™'b71) = ((ab)a ') b7 = ((ba)a ') bt = (blaa™H)) b = (- )b =bb"! =1

iqué propiedad se ha aplicado en cada paso?

Ejercicio 11.5. Prueba las siguientes propiedades:

1. Si a,b,c,d € R, entonces a+ (b+c)+d=(a+b)+ (c+d)y a(bc)d = (ab)(cd).
2. (—a)(=b) =ab, a,beR.

3. (-1)a=—a, a€R.

4. —(a+0b)=(—a)+ (-b), a,beR.

5. Si a,b€R, entonces a # 0y b 0siysdlosiabz#0.

6. Si a,b € R, entonces a # b si y sélo si —a # —b.

7.Si a,beR,a#0yb#0, entonces a # b si y sélo si a=! # b~ 1.

8. Prueba que si a,z,y € R, a # 0y ax = ay entonces = = y.

9. Prueba quesi a,xz,y € Ry a+x = a+ y entonces x = y.

DEFINICION 1.3 Dados dos niimeros reales a y b,

e se llama resta o diferencia de a menos b y se denota por a — b, al nimero real a + (—b).

e sib# 0, se llama cociente o divisidn de a entre b y se denota por cualquiera de las siguientes formas

a

b
a/ 7,

a:b
al ndmero real ab=1.

Algunas propiedades referidas a la diferencia y al cociente son las siguientes:

PROPOSICION 1.4
(i) Si a,beR, —(a—b)=b—a.

1
ﬁoﬁaeR,%:ayga¢o,f:a*.
a

Introduccion al analisis matemdtico
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TEMA 2. CONJUNTOS NUMERICOS
(i) Si a,b,c € Ry be# 0 (una forma de decir que ni b ni ¢ son cero), entonces % = %.
c
b b
(iv) Si a,b,ce Ry ¢#0, entonces%%—g = a—ci_ .
(v) Si a,b€R y b0, entonces I
b —b b
(vi) Si a,b,c,d € Ry bd # 0, entonces % g = %.
a
e b _ad
(vii) Si a,b,c,d € Ry bed # 0, entonces = e
d
(viii) Si a,b,c,d € Ry bd # 0, entonces % + 2 = adb—g bc.

DEMOSTRACION

(i) Veamos que b — a es el opuesto de a — b,

(a=b)+(b—a)=(a+(-b)+(b+(-a))=a+0+(—a) =a+ (—a) =0.

(iii) % —ab " =a-1-0 = a(ce b = (ac)(c )b ) = (ac)(be) ™ = ?
C
a
.. g _ab_l I 1 _1 71_ 11, _1_ad
(vii) C = ab (Cd ) =ab ¢ "d=ad(bc)”" = Pt
d

Ejercicio 11.6. Prueba el resto de las propiedades de esta proposicion.

2 Propiedades de orden de los numeros reales.
Los siguientes axiomas nos permitiran definir un orden en R
AXIOMAS DE ORDEN

Existe un subconjunto de R que se denota por R™, cuyos elementos son llamados positivos, tales que se
verifican las dos siguientes propiedades:

e Dado a € R sélo puede darse una de las siguientes:
obien a€R"™ obien a=0 obien —acRT.

En otras palabras, todo nimero real o es positivo o es cero o su opuesto es positivo, en cuyo caso se
llamard negativo.

Quico Benitez
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e Dados a,b € RT, se verifica que a +b € RT y ab € RT. Esto es, la suma y producto de niimeros
positivos son positivos.

Observa que una primera consecuencia de estos axiomas es que 1 + 1 # 0, ya que si 1 +1 = 0, entonces
1= —1luego 1 € RT y también —1 € R™, en contra del primero de estos axiomas.

DEFINICION 2.1

e Diremos que un numero real a es menor que b, o que b es mayor que a y se denota por a < b o por
b>a,sib—acRT.

e Diremos que un nimero real a es menor o igual que b, o que b es mayor o igual que a y se denota
pora<boporb>a,sia<bda=nb.
Seglin esta definicién escribir a > 0 es lo mismo que a = a — 0 € R, asi que el conjunto de los niimeros
positivos puede definirse por comprensién de la siguiente forma:

Rt ={zeR: x>0}

Ademds, si un nimero = es negativo entonces —x € R™, luego —x > 0; pero también, como 0 — z =
—z € RT, es 0 > x. El conjunto de los ndmeros negativos se denota por

RT={zeR: z<0}.
Ejercicio 11.7. Prueba la regla de los signos para el producto; esto es,

e Sia>0yb>0entonces ab > 0.
e Sia>0yb<0entonces ab < 0.

e Sia<0yb<O0 entonces ab > 0.

PROPOSICION 2.2

(i) 1>0y—-1<0.
(i) Si a,b,c € R, a <byb<c, entonces a < c.

(iii) Dados dos niimeros reales a y b cualesquiera sélo una de las siguientes se verifica':

a<b a=1> a>b.

(iv) Si a,beRya<bparacadaccResa+c<b+ec.

(v) Si a,b€R ya <b paracadac >0 esac < bc.

1
(vi) Si a € R ya>0 entonces — > 0.
a

'Esta propiedad es conocida como propiedad de tricotomia

Introduccion al analisis matemdtico
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DEMOSTRACION

(i) Puesto que 1 # 0 sélo es posible 1 € RT 6 —1 € RT. Por el segundo de los axiomas de orden, si
fuera —1 € R entonces deberfa ser 1 = (—1)(—1) € R* lo cual es una contradiccién; asi pues,
1 € RT y por tanto 1 > 0. Ademds, —1 € R™ luego —1 < 0.

(ii) Supongamos que a < by b < c, entonces b—a € RT™ y ¢ —b € R™. Por el segundo de los axiomas
de orden, (b —a)+ (¢ —b) € RT, de donde ¢ —a € RT; esto es, a < c.

(iii) Esta propiedad resulta directamente al aplicar el primero de los axiomas de orden.

(iv) Sia < b, esb—a € R, olo queeslo mismob—a >0, perob—a = (b+c)— (a+c), luego
(b+c)—(a+¢)>0,ydeaquia+c<b+ec.

(v) Sia<b b—a€cR"ysic>0esceR", del segundo axioma resulta que (b — a)c € RT; esto es,
bc — ac > 0, de donde, ac < bc.

(vi) Sia>0esaeR"y1l/a#0,sifueral/a ¢ RT, seria —1/a € R*. Pero por el segundo axioma

1 1 1
a(—=) € R", pero a(—=) = =1 € R™, lo cual es una contradiccién. Asi pues, — € R™, o lo que es
a a a

lo mismo, — > 0.
a

Ejercicio 11.8. Prueba las siguientes propiedades

(a) Si a € R, entonces a < a + k. para cada k > 0.
(b) Si a,beRya<bparacada c <0 es ac> be.

(c) Si a,b€Rya<bentonces —a > —b.

. 1 1
(d) Si a,beRy0<a<bentoncesa>g.
(e) Si a,b,c,d€ R, a<byc<d, entonces a+c<b-+d.

Ejercicio 11.9. Prueba la regla de los signos para la divisién; esto es,

e Sia>0yb>0entonces — > 0.

e Sia>0yb<0entonces - < 0.

e Sia<0yb<O0entonces - > 0.

e o e o e

Ejercicio 11.10. Si a,b,c,d € R, a < by ¢ < d, estudia en qué casos se verifica ac < bd.
Ejercicio 11.11. Prueba quesi a,b € R, a,b>0 y a® > b? entonces’ a > b.

En la siguiente proposicidon vemos una forma de caracterizar cuando a < b que puede resultar muy (atil.

2Para un ntimero real z se define 22 =z - x

Quico Benitez
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3. NUMEROS NATURALES, NUMEROS ENTEROS Y NUMEROS RACIONALES.

PROPOSICION 2.3 Dados a,b € R, a<bsiysélosia<b+e, c>0.

DEMOSTRACION La condicidén necesaria se deduce del ejercicio 11.8(a), ya que a < b < b+ ¢, sea cual sea
e>0.

Para probar la condicién suficiente procedamos por reduccién al absurdo: supongamos que a < b+¢,e >0
y que a > b. Entonces, a — b > 0. Como a < b+ ¢ debe ser cierto para cualquier ¢ > 0, podemos tomar
e =a—by seobtiene, a < b+ (a —b) = a, lo cual es falso. ]

Ejercicio 11.12. Prueba que si 2 € R entonces existe § € R tal que 0 < 6 < z.

3 Nuameros naturales, nimeros enteros y niameros racionales.

Hemos visto que 1 > 0, sumando 1 en esta desigualdad resulta que 1 +1 > 0+ 1 =1 (;qué propiedad se
ha aplicado?). Podemos continuar sumando 1 a la desigualdad resultante obteniendo que

0<1<l4+1<I4+14+1<l4+14+14+1<14+1+14+1+1<---
A estos nimeros que se van obteniendo al sumar sucesivamente 1, los vamos a representar de la siguiente

forma: al nimero 1 + 1 lo denotamos por 2; esto es, 2 = 1 + 1, al ndmero 2 + 1, por 3; esto es,
3=241=1+1+1,y se sigue asi

4=3+1
b=4+1
6=5+1
7T=6+1
8§=7+1
9=8+1

Ejercicio 11.13. Prueba que 4 =2+ 2y que 9 =6+ 3.

Hasta aqui hemos usado los simbolos, que llamaremos digitos, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 8 y 9. También los
llamamos nimeros de una cifra. Para continuar representando los siguientes niimeros que se obtienen al ir
sumando 1, usaremos lo que se conoce como representacion decimal. Esto consiste en lo siguiente:

e 9+ 1 se representa por 10, 10+ 1, por 11, 10+ 2 por 12 y asi, sucesivamente, hasta llegar a 10+ 10
que se representa por 20 porque 10 + 10 = 2 - 10; en efecto,

20=10+10=1-104+1-10=(14+1)-10=2-10.
Deberias indicar qué (propiedad o definicién) se ha usado en cada igualdad.

e Se sigue ahora representando 20 + 1 por 21, 20 + 2 por 22, etc. hasta llegar a 20 4+ 10 que se
representard por 30, ya que 20 + 10 = 3 - 10.

e De este modo se van obteniendo los nimeros de dos (1 + 1) cifras: si "pg” es un nimero de dos
cifras, esto significa que p y q son digitos y

"pq" =p-10+q.

Introduccion al analisis matemdtico
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o El dltimo nimero de dos cifras seria 99 = 910+ 9. Con 99 + 1 comenzarian los niimeros de tres
(1 + 1+ 1) cifras, éste primero se representa por 100 que es 10 - 10 (intenta demostrarlo), y se
continuaria asf:

101 = 10041
102 =100 4 2
110 =100 4 10
190 =180 + 10
199 =190+9

e Se continua ahora representando 199 + 1 por 200, que es 2 - 10 - 10, y se procede como antes,
llegdndose a 300 y después 400, y asi, sucesivamente, hasta llegar a 999, que es el Gltimo ndmero de
tres cifras. Luego empezariamos con cuatro cifras, cuyo primero es 999 + 1, que se representa por
1.000 y es 10 - 10 - 10, etc.

Estos nimeros que se van obteniendo sumando sucesivamente 1, comenzando por el 1, se denominan
numeros naturales, su definicién formal es la siguiente:

DEFINICION 3.1 Se denomina conjunto de los nimeros naturales, y se representa por N, al menor
subconjunto (con la inclusion de conjuntos)® de los niimeros reales que verifica:
(i) 1 € N.

(ii) Si k € N entonces k+ 1 € N (al nimero k + 1 se le llama el siguiente de k).

En ocasiones se escribe N = {1,2,3,...} para expresar esas dos condiciones que definen los naturales, los
puntos suspensivos indican al lector que en ese conjunto esta siempre el siguiente de cada nimero.

Las dos condiciones (i) y (ii) resultan muy utiles para demostrar que determinadas propiedades se verifican
para cualquier nimero natural. Por ejemplo, supongamos que deseamos probar que si sumamos los n
primeros nimeros naturales el resultado es n(n + 1)/2. Paran =4 es

I1+2+3+4=10.

y 4(4+ 1)/2 = 10, asi que para n = 4 se verifica. Podrias pensar que se podria ver para 1, luego para 2,
luego para 3, pero jcodmo estaremos seguro de que eso es cierto para cualquier n € N7

Llama S al conjunto de los nimeros naturales para los que se verifica esa propiedad. Si se prueba que

(i) 1S,

(i) y que si k € S entonces k+1 € S,

entonces S es N, puesto que N es el menor conjunto que verifica esas dos condiciones. Esta técnica de
demostracién se conoce como método de induccion.

Ejercicio 11.14. Prueba que (i) y (ii) se verifican para la propiedad 1 +---+n =mn(n+1)/2.

3El menor subconjunto en el sentido de la inclusién es la interseccién de todos los conjuntos que verifican esas dos
condiciones

Quico Benitez
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4. VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL.

DEFINICION 3.2 Llamamos conjunto de los niimeros enteros al subconjunto de niimeros reales dado por

Z={zeR: zeN 6 z=0 6 —zeN}L

Asi que un nimero entero es o un nimero natural, o cero, o el opuesto de un nimero natural, en ocasiones
podemos verlo escrito asi:
Z={ ...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... }

Observa que el conjunto de los enteros positivos, que se representa por Z™, es precisamente N. El conjunto
de los niimeros enteros negativos se representa por Z~.

DEFINICION 3.3 Llamamos conjunto de los niimeros racionales al subconjunto de nimeros reales dado
por
Q={a/beR: acZ y beZ"}.

Como antes el conjunto de los nlimeros racionales positivos es presentado por QT y el de los negativos por
En ocasiones, se desea considerar el conjunto de los nlmeros reales sin el cero, o el de los enteros o
racionales sin el cero, en tal caso se utiliza un asterisco para simbolizar esos conjuntos sin el cero; esto es,

R =R\ {0} 0 Q" = Q\ {0}.

Ejercicio 11.15. Ya que Q es un subconjunto de R sus elementos verifican propiedades como la conmutativa,
asociativa, etc.; habria que probar, sin embargo, algunas otras. Por ejemplo, jla suma o producto de dos
racionales es también un nimero racional?, jel opuesto de un nimero racional también lo es?, jel inverso
de un racional también lo es? Responde a todas estas preguntas y comprueba que los niimeros racionales
verifican todas las propiedades algebraicas dadas para R (tendrds que comprobar que cada propiedad se
verifica cuando sustituyes en su enunciado el conjunto R por Q).

Ejercicio 11.16. ; El conjunto Z verifica también todas las propiedades algebraicas dadas para R?

4 Valor absoluto de un numero real.

, al nimero®

DEFINICION 4.1 Dado un nimero real x se llama valor absoluto de x, y se representa por |z

| = x si x>0,
Tl —x si z<0.

Como ves |z| =0 sélo si z =0y si z # 0 entonces |z| > 0. Las principales propiedades del valor absoluto
estdn recogidas en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4.2

(i) a <la

, para cualquier a € R.

(i) —a <la

, para cualquier a € R.

“Es importante que el nimero —z lo leas como "el opuesto de z” y no "menos &, en ocasiones se piensa que —x debe
ser negativo...

Introduccion al analisis matemdtico
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(ii) o] = | —a
(iv) Si a,b € R, entonces |a| < b siy sélo si —b < a < b.

(v) labl = lal[b

, para cualquier a € R.

, para cualesquiera a,b € R.

(vi) |la+0b| < |a| + |b|, para cualesquiera® a,b € R.

(vii) |a = b = |la] —[b

, para cualesquiera a,b € R.

DEMOSTRACION

(i) Sia < 0esl|a] =—a >0, luego a < 0 < |a|, de donde a < |a|. Si por el contrario es a > 0,
entonces a = |a|. En cualquiera de los dos casos se verifica a < |a|.

Ejercicio 11.17. Observando la demostracién anterior prueba (b) y concluye que —|a| < a < |al,

acR.
(iii) Veamos que |a| = | — a| se verifica para cada a € R:
e Sia=0 es |0]=|—-0/=0.
e Sia>0es|a]=ay|—a|l=—(—a) = a, luego también se verifica en este caso.
e Sia<O0es|a|=—ay|—al =—a, luego también se verifica en este caso.

(iv) Sila|] < b, como a < |a|, se deduce que a < b. También, como —a < |al, serd a > —|a| y de |a| < b
se deduce que —|a| > —b, luego —b < —|a| < a. Por ende, —b < a < b.

Ejercicio 11.18. Usa esta propiedad para probar que |a| < bsiysélosi —b<a<b
(v) Dados a,b € R, pueden presentarse tres casos:
e que los dos sean positivos, a > 0y b > 0, en este caso ab > 0y
|ab] = ab = |a|b.
e que los dos sean negativos, a < 0y b < 0, en este caso ab > 0y
|ab] = ab = (—a)(=b) = |a[b].
e que uno sea positivo y el otro negativo, por ejemplo, a > 0y b < 0, en tal caso ab <0y
lab] = —ab = a(—b) = |al|b|.
(vi) En el dltimo ejercicio has probado que |a + b| < |a| + |b| es equivalente a
—(la| +1b]) < a+b<la|l + |b].
Probemos entonces estas dos desigualdades. Para ello, usamos que
—|z] <z < |z, x € R.
En particular, para a y b en R se tendra:

—la| <a<la
—[ol < b <b|

Sumando ambas resultan las desigualdades deseadas.

®Esta propiedad es conocida como desigualdad triangular

Quico Benitez



4. VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL.

(vii) De nuevo vamos a usar el hecho de que ||a| — |b|| < |a — b| es equivalente a
—Ja—b] < |a] — |b] < |a—b].
Probemos entonces estas dos desigualdades. Para la primera, uso la desigualdad triangular:
bl = la+ (b—a)| <la| +[b—a| = |a| +| = (b —a)| = [a| + |a — b].
Asi que |b| < |a|+|a—1D]|; o sea,

b|— |a| < |a—b| de donde podemos obtener la primera desigualdad:
la| = [b] = =(|b] — |a[) = —|a —b|, estoes, —[a—0b] <|a]—]b]
También para la segunda podemos usar la desigualdad triangular:
la| = [b+ (a—b)] < [b] + |a —b].
De donde, |a| — |b] < |a — b].

Ejercicio 11.19. Prueba las siguientes propiedades:

Para cada a,b € R, |a—b| < |a|+ [b].

(a
(b

Para cada a,b € R, |a|?> = |a?|.

(d) Paracadaa,beRyb#0, |a/b] = |al/|b].
(e

Ejercicio 11.20. Estudia si

)
)
(c) Paracada a,b,c e R, |a+b+c| <lal+ |b]+ |c|
)
)

Dados a,b € R, se verifica que |a + b| = |a| + |b| si y sélo si a,b > 0.

(a) |4z — 2| < 14 cuando |z| < 3.

(b) |a? + 4| < 8 cuando |a| < 2.

(c) |2% — 22 + 3] < 12 cuando |z| < 2.
)

(d) 7—|x| <3 cuando |z| > 4.

)
(e) ] < 3 cuando |z| > 2.
x

1
() Tl > 4 cuando |z| > 4.

(g) |3z — 2| > 10 cuando |z| > 6.
(h) [3z + 2| > 10 cuando |z| > 6.

(i)

< 4 cuando |z| > 2.

2z +1
2
] =+ ‘<2cuando z| < 4.
7— |z
242z -3
(k) W<51 cuando 5 < |z| < 6.
l‘_
24223
(h 2 + $4‘ ‘<6cuando lz| < 2.
Tz —
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5 Propiedad de completitud de los nimeros reales.

AXIOMA DE COMPLETITUD DE DEDEKIND

Sean Ay B subconjuntos de R tales que

(a) A#0y B#0,
(b) AUB =R,
(c) sia€ Ay be B entonces a < b.

En estas condiciones existe un tnico niimero real o € R tal que

(i) siu<aesue A,
(i) siu>aesue B.

Puesto que AUB=Rya€Rdebeserac AoacB.

Ejercicio 11.21. Prueba que de las condiciones (a), (b) y (c) se deduce que A y B forman una particién
de R ({qué es una particién?, varios conjuntos forman una particién de otro M # (), cuando son no vacios,
disjuntos dos a dos y la unién de todos ellos es M).

Ejercicio 11.22. Estudia si los conjuntos
A={z: 2°<2 6 z<0} y B={z:2*>2 y x>0}

verifican las condiciones del axioma de completitud, jqué verifica el nimero a? (responde a esto si se
verifican las condiciones del axioma).

Ejercicio 11.23. Estudia si los conjuntos Rt y R~ verifican las condiciones del axioma de completitud.

6 Conjuntos acotados: principio del supremo.

DEFINICION 6.1 Sea ECR y E # 0,
e Un ndmero real a se llama cota superior de E si x < a, x € E. Se dice que E estd acotado
superiormente si existe alguna cota superior para E.

e Un nidmero real b se llama cota inferior de E si b < x, x € E. Se dice que E estd acotado
inferiormente s/ existe alguna cota superior para E.

e Diremos que E estd acotado si lo esta superior e inferiormente.

Ejercicio 11.24. jUna cota superior de E debe pertenecer a E? jUna cota superior de E puede pertenecer
a k7

Ejercicio 11.25. ;Qué podrias decir de un conjunto E # () tal que el nimero a es a la vez cota superior y
cota inferior de E7 jcudl es su supremo? ;y el infimo?

Ejercicio 11.26. Estudia si los siguientes conjuntos estan acotados encontrando cotas superiores e inferiores:
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) A={zeR: 2<x<3}
) B={zeR: z>-1}.
(c) C={zeR: x<2}.
) A={zeQ: -3<z<-5}

(e) A:{%: neN}.

DEFINICION 6.2 Sea ECR y E # 0,

e Se dice que un nidmero real o es el supremo de E, y se expresa o = sup (E), si

(i) « es cota superior de E

(ii) y a < a, para cualquier otra cota superior a de E.

Si el supremo « de E pertenece al conjunto E; esto es, a € E, se dice que o es el maximo de F,
en este caso se expresa « = max(E).

e Se dice que un nimero real (3 es el infimo de E, y se expresa 3 = inf(E), si

(i) [ es cota inferior de E
(i) y B > b, para cualquier otra cota inferior b de E.

Si el infimo B de E pertenece al conjunto E; esto es, § € E, se dice que 3 es el minimo de E, en
este caso se expresa 3 = min(E).

Ejercicio 11.27. Encuentra el supremo, infimo, maximo y minimo, si existen, de los conjuntos del ejercicio
anterior.

En la siguiente proposicién se demuestra una caracterizacién del supremo que te puede resultar muy dtil.

PROPOSICION 6.3 Sea E # () un subconjunto de R y o € R. Entonces « es el supremo de E si y sélo si
se verifican las dos siguientes condiciones

(i) « es cota superior de E.

(ii) Para cada ¢ > 0 existe z € E tal que x > a — €.

DEMOSTRACION Supongamos primero que « es el supremo de E. En tal caso, o es una cota superior
(ver la definicién de supremo) asi que la condicién (i) se verifica, veamos la otra condicién. Sea e > 0y
consideremos el nimero o« — €. Puesto que a« > « — € y, por ser « el supremo, « es menor o igual que
cualquier cota superior, & — € no puede ser cota superior de E. Asi que es falso que a«—¢ > x, parax € E.
Por tanto, existird alglin z € E tal que a — ¢ < x, como queriamos demostrar.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que las condiciones (i) y (ii) se verifican. Entonces « es una cota
superior, debemos probar que es menor o igual que cualquier otra cota superior. Sea entonces a una cota
superior, por definicién debe verificar:

a>x, para xE€FE
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Tomemos ahora cualquier € > 0, por la condicién (ii) existe un z. € E tal que . > a — e. Entonces
a>x.>a—¢; estoes a<a+te.
Pero esto es cierto para cada ¢ > 0 (ver la proposicién 2.3), luego o < a, como queriamos demostrar. B
Ejercicio 11.28. Prueba que si E # () es un subconjunto de Ry 3 € R, entonces 3 es el infimo de F siy
sélo si se verifican las dos siguientes condiciones
(i) B es cota inferior de E.

(i) Para cada € > 0 existe x € E tal que z < o + €.

Ejercicio 11.29. Sea F # () un subconjunto de R y llamemos —F al conjunto formado por los opuestos
de F; esto es, x € E siy sélo si —x € —FE. Prueba las siguientes:

a) a es cota superior de E si y sélo si —a es cota inferior de —F.

(a)
(b) b es cota inferior de E siy sélo si —b es cota superior de —FE.
()
(d)

c) « es el supremo de E siy sélo si —« es el infimo de —F.
d) [ es el infimo de E siy sélo si —(3 es el supremo de —F.
Ejercicio 11.30. Prueba que si x < y entonces = < — < y. (Yo lo haria estudiando los signos de
r+y T+
—rxey——).
5 —rey—— )

Ejercicio 11.31. Prueba que si x < y entonces z < Az + (1 — \)y < y, para cada 0 < A < 1. (Yo usaria
la misma idea que en el anterior).

TEOREMA 6.4 (PRINCIPIO DEL SUPREMO) Cada conjunto no vacio de niimeros reales acotado superior-
mente tiene un supremo.

DEMOSTRACION Consideremos un conjunto £ C R, E # (), acotado superiormente. Usaremos el axioma
de completitud de Dedekind para probar que E tiene supremo.
Llamemos B al conjunto de las cotas superiores de E. Por hipdtesis B # ().

Sea A =R\ B, este conjunto estard formado por los ndmeros reales que no son cotas superiores de E.
Para que A = () debe ser B = R; o sea cualquier ndmero real deberia ser cota superior de E. Pero esto es
falso ya que si . € E/ # (), entonces x — 1 < z, luego el niimero real z — 1 no es cota superior de F, luego
x—1€e€Ayserd A+,

Es claro que AU B =R.

Veamos ahora quesia € Ay b € B, entonces a < b. Si a € A, a no es cota superior de F, lo cual significa
que existe algin x¢ € E verificando a < xg.

Pero si b € B, b es cota superior, luego = < b, para cualquier z € E. En particular, ¢ < b.
De ambas se obtiene que a < g < b, de donde a < b, como queriamos probar.

Ya que los conjuntos A y B verifican las condiciones (a), (b) y (c) del axioma de completitud, podemos
asegurar que existe un numero real « tal que
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(i) siu<aesue A,

(i) siu>aesueB.
Ya que AU B =R, debe ser a € A o bien o € B. Asi pues, para cada a € A debe ser a < « (si fuera
a > «, segln (ii) deberia ser a € B, lo cual es imposible). Por otro lado, para cada b € B es a < b.
Veamos que « es entonces el supremo de F:

e « es cota superior de E. Por reduccién al absurdo, supongamos que no lo fuera, en tal caso algtn
elemento xg € E seria a < xg. Pero entonces,

o+ «
a < < X
. .. To+ To+ .
y, aplicando (ii), debe ser 0 € B, o sea que —> debe ser una cota superior de E. Pero
. o+ «
esto se contradice con que zg € E'y < xp.

Esa contradiccion prueba que « debe ser cota superior de
e Si b es una cota superior de F entonces b € B, por lo que o < b, asi que a es menor o igual que
todas las cotas superiores.
De ambas resulta que o es el supremo de F. [

Ejercicio 11.32. Prueba que cada conjunto no vacio de nimeros reales acotado inferiormente tiene un
infimo. (Yo llamaria E al conjunto y consideraria el conjunto —FE, pero seria un buen ejercicio demostrarlo
de forma similar al teorema.)

Ejercicio 11.33. Prueba que del principio del supremo puede deducirse el axioma de completitud de
Dedekind y deduce que ambas son proposiciones equivalentes.

7 La propiedad arquimediana y sus consecuencias.
Vamos a volver a considerar el conjunto de los niimeros naturales N, para establecer que

TEOREMA 7.1 (PROPIEDAD ARQUIMEDIANA DE R) E/ conjunto de los niimeros naturales no esta aco-
tado superiormente en R.

DEMOSTRACION

Por reduccidn al absurdo, supongamos que el estamento es falso. Puesto que N # () si estuviera acotado
superiormente tendria un supremo, segun el principio del supremo. Esto es, existiria o € R tal que

n<a, paracada neN.

Como @ — 1 < «, el nimero a — 1 no puede ser cota superior del conjunto N, debe existir algin ng € N
tal que @ — 1 < ng, pero esto es lo mismo que decir que a < ng + 1, siendo ng + 1 € N, lo cual es una
contradiccién.

Introduccion al analisis matemdtico



TEMA 2. CONJUNTOS NUMERICOS

En ocasiones, el siguiente también se conoce como propiedad arquimediana de R, de hecho es una propo-
sicién equivalente:

COROLARIO 7.2 Sia, b€ R ya > 0 existe n € N tal que an > b.

DEMOSTRACION Por la propiedad arquimediana de R, ningtin nlimero real puede ser cota superior de N,
asi que ba~! no es cota superior de N, luego debe existir algiin n € N verificando

n>ba~l, ypuestoque a>0, sededuceque an >b.

Si aplicamos este corolario al caso particular de b =1y a > 0 se obtiene que

. . _ 1
COROLARIO 7.3 Dado cualquier niimero real a > 0 existe n € N tal que 0 < — < a.
n

1
Ejercicio 11.34. Prueba que si para dos niimeros a y b es a < b+ —, para cada n € N, entonces a < b.
n

Ejercicio 11.35. Sea F # () un subconjunto de Ry a € R, prueba que « es el supremo de E si y sélo si
se verifican las dos siguientes condiciones

(i) « es cota superior de E.

.. . 1
(i) Para cada n € N existe z € F tal que z > oo — —.
n

Ejercicio 11.36. Usa el dltimo corolario para demostrar que 0 es el infimo del conjunto

{%: n € N}.

8 Parte entera de un niumero real.

Para proceder a la definicidn y existencia de lo que se conoce como parte entera de un ndimero real, vamos
a necesitar la siguiente propiedad del conjunto de los nliimeros naturales:

TEOREMA 8.1 (BUEN ORDEN DE N) Todo subconjunto no vacio M de N tiene un minimo que se conoce
como primer elemento del conjunto M.

DEMOSTRACION En efecto, M C N estd acotado inferiormente, puesto que, por ejemplo, 1 es cota inferior.
Asi que tiene un infimo 3. Debemos probar que 3 es el minimo; esto es, que 8 € M. Observemos que de
ser [ un ndmero natural seria el primer elemento de M y 3 € M (ipor qué?), asi que si suponemos que
B & M, 3 no puede ser un nimero natural.

Consideremos el conjunto,
A={neN: n<g}

Como 1 es cota inferior de M sera 1 < 3, pero como (8 no es un niumero natural, no es = 1, por lo que
debe ser 1 < 3. Por tanto, 1 € A.
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Supongamos que k € A, entonces k+ 1 € A. En efecto, si no lo estuviera, cumpliria que kK +1 > 3. De
nuevo, como (3 no es natural debe ser k + 1 > (3 > k pero en este caso k + 1 seria el primer elemento de
M, y esto se contradice con la suposicién de que § es el infimo. Asi pues, también k + 1 € A.

Hemos visto entonces que 1 € Ay que si k € A entonces k + 1 € A de donde se deduce que N C A.
Pero como A estd acotado superiormente por (3, la dltima afirmacién se contradice con la propiedad
arquimediana. Y hemos llegado a esta contradiccién al suponer que 8 ¢ M. [ |

Ahora estamos en condiciones de asegurar la existencia de la parte entera:

PROPOSICION 8.2 Dado un niimero real x existe un tnico niimero entero m € 7 tal que
m < x < m+1,

el cual recibe el nombre de parte entera de x y se denota por ent (x), o también por [z].

DEMOSTRACION Probemos en primer lugar la existencia. Si el nimero real x, dado, verifica z > 0,
consideramos el conjunto
M={neN: n>z}

Como M C N, por el buen orden de N, el conjunto M debe tener un primer elemento que le llamamos p.
Este primer elemento verifica que p € M perop — 1 & M, luego

p—1 < 2 < p.

Llamamos entonces ent (z) = m =p — 1.

Si es x < 0, consideramos el conjunto
M={neN: n>-z>0}

De nuevo, M tendrd un primer elemento p y este primer elemento verifica que p € M perop —1 ¢ M,
luego
p—1 < —x < p, estoes, —p <z < —p+1.

Y llamamos, en este caso, ent (x) = m = —p.

En cualquiera de los dos casos existe el entero m que verifica:

m < T < m+1,

PROPOSICION 8.3 Sean m y n dos nimeros naturales tales que m > n, entonces existen dos niimeros
naturales q y r verificando
m=nq+r y 0<r<n.

Observemos que, dividiendo la igualdad anterior por n, resulta:

m ro
— =q+ — siendo 0<7r<n.
n n

Por ello, a g se le denomina cociente y a r resto de la divisién de m entre n.
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/ , m . ..
DEMOSTRACION Veamos que los niimeros naturales ¢ = ent (—) y r = m —n q verifican las condiciones.
n

Claramente, m = nq 4+ r. Ademds, por definicién de parte entera es
m
< —<gqg+1
n
Multiplicando estas desigualdades por n > 0 resulta
ng<m<ng-+n.
Sumando a estas desigualdades el nimero —ng se tendra
0<m—-—ng<n.
Pero r = m — ngq, asi que se verifica 0 < r < n. [ |

Ejercicio 11.37. Prueba que para m € Z y n € N existe un nimero entero ¢ y un nimero natural r
verificando
m=nq+r y 0<r<n.

DEFINICION 8.4 Se dice que un niimero entero m es miiltiplo de otro niimero entero p, o también que
p es divisor de m, si existe otro entero q tal que m = pq.

Dos ntimeros enteros m y n se dicen primos entre si si los tinicos divisores comunes son 1 y —1.

Por ejemplo, —12 es muiltiplo de —4, de 3, de 1, de —2, etc.
16 y —12 no son primos entre si puesto que, por ejemplo, 4 # 1 es divisor comin a ambos.

Ejercicio 11.38. Prueba que sim € Z y n € N entonces existe p € Z y ¢ € N, primos entre si, tales que

m __p

n q

se le llama representacion irreducible de ese niimero racional.

>
SHES

PROPOSICION 8.5 Se verifican las siguientes propiedades:

(a) Sip es un entero divisor de los enteros m y n entonces p es divisor de m +n, de m —n y de mn.
(b) Sim yn son enteros primos entre si existen dos enteros sy y t tales que

1 =msyg+ nty.

(c) Si p es un nidmero entero divisor de mn, siendo m,n € Z, y ademds p y m son primos entre si
entonces p es divisor de n.

DEMOSTRACION

(a) Se tendrd que m = pq1 y n = pqa, entonces

m+n = pq1+pq2 :p(Q1+QQ)7 m—n = pq1 —pq2 ZP(Q1—Q2)7 mn = pqipqz ZP(P(hqg)-

Puesto que q1 + g2, g1 — g2 Y pq1q2 son enteros, p es divisor de m +n, de m — n y de mn.
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(b) Para probar esto consideremos el conjunto
S={ms+nt>0: s,tecZ}.
Es claro que S C N, asi que tendrd un primer elemento, llamémosle d. Como d € S existiran sg y tg

tales que d = m sg + n tp.

Probaremos a continuacién que d es divisor de m y de n'y como d > 0y los tnicos divisores comunes
de my nson 1y —1 deducimos que d = 1 y la propiedad quedaria demostrada. Vamos a ello.

Se tiene que m = dg + r, donde 0 < r < d, al ser r = m — dq, tendremos que
0<m—dg<d.

Pero m —dqg = m — (mso+nto)g = m(1 — soq) + n(—toq), siendo 1 — sopq € Z y —toqg € Z. Eso
significa que si fuera m — dgq > 0 seria m — dq € S, pero eso no es posible puesto que m — dqg < d
y d es el primer elemento de S. Asi que debe ser m — dg = 0; esto es, m = dq. O sea, que d es
divisor de m.

Procediendo de forma andloga, podemos poner n = dq’ + r’, donde 0 < 1/ < d, al ser v’ = m — d¢/,
tendremos que
0<m—dq <d.

Del mismo modo que antes, llegamos a que debe ser m — dq’ = 0, puesto que si fuera m —dq’ > 0
estaria en S y deberia ser mayor o igual que d. Asi que se obtiene que d es también divisor de n.

(c) Si p es divisor de mn entonces mn = pq, para algin ¢ € Z. Si p y m son primos entre si, aplicando
la propiedad anterior, existen s y t tales que

1 = ps+ mt.
Multiplicando esta igualdad por n resulta que n = nps + nmt. Como mn = pq, sustituyendo,
n = nps + nmt = nps + pqt = p(ns + qt).

De donde resulta que n es miiltiplo de p.

Ejercicio 11.39. Prueba que si m € Z y 2 es divisor de m? entonces 2 es divisor de m.

7 . m . . .
PROPOSICION 8.6 Si — es un ndmero racional (no nulo), siendo m € Z* yn € N, y es su
n

Q3

representacion irreducible; esto es, p € Z*, ¢ € N y p y q son primos entre si, entonces existe un ndmero
natural k tal que
m=pk y n=qk.

DEMOSTRACION

En efecto, al ser — = 2, se tendrd que m g = np. Esta igualdad nos dice que p es divisor de mgq, pero al
n

ser p y q primos entre si, aplicando la dltima proposicién, debe ser p divisor de m; esto es, existe k tal que
m = pk.

Sustituyendo m = pk en la igualdad m g = np, resulta que pkg=npy como p # 0, serd n = gk. [ |
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9 Potenciacion.

A continuacién definimos las potencias enteras de un nimero real.

DEFINICION 9.1 Dado a € R se define:

a® = 1 sia#0

at = a

a**tl = dF.a sikeN

ak = (ak)_lzﬁ sia#0 ykeN

* es el inverso de a¥, pero, como sabemos, eso significa también

—1 1
k_ (—k\T
“ = <a ) a=F

En la siguiente estudiamos las propiedades bésicas de las potencias:

Observa, que en la dltima se dice que a™

que a® es el inverso de aF; esto es,

PROPOSICION 9.2 Para a,b € R* y m,n € Z se verifican las siguientes:

(a) a™a™ = g™t
(b) a"b" = (ab)™.

(€) (@) = am.
DEMOSTRACION

(a) Fijemos a € R* y m € Z y probemos esa igualdad para n € N por el método de induccién. Para ello,
probaremos que se verifica para n = 1 y, también, que si se verifica para n = k entonces se verifica
paran = k+ 1. Esto demostrarad que se verifica para cada n € N. Con ello, sélo nos restara probarlo
para los enteros n < 0. Comencemos.

Para n = 1, tendremos que a™a' = a™a, si m > 0, entonces a™a = a™*, por definicién. Si
m < 0, entonces, —m € Ny por la definicidn
1 a a 1 mal

a—m a—m a—m—1g a—m—1

. . ., a . .y
Hemos usado la simplificaciéon de ————— en virtud de la proposicién 1.4.

a—m 1q
Asi que, para n = 1 se verifica. Supongamos ahora que se verifica para n = k (hipétesis de induccién);
esto es, a™ak = ™Mtk

Multiplicando esa igualdad por a, serd a™a*a = a™*a. El primer miembro es
p g p p

a"afa = a™a" .

El segundo miembro es
m+k am—l—k-‘rl

a a =
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mak+1 m~+k+1

De ambos, a como queriamos probar. Por tanto, la propiedad se verifica para
cualquier nimero natural n; esto es, hemos probado, que para cualquier a € R*, m € Z yn € N es

=a
ama" = g™,
También para n = 0 se verifica ya que

mao —_ ,m m m+0.

a a”-1l=a"=a

Supongamos entonces, para terminar, que n < 0, entonces,

1 1 1
a’a’ = = .
a"mag™" a Mg

Pero ahora, —n € Ny hemos probado que a=™a~" = a(="™*+(=") asi que

1 1 1
a a = = =

— m-+n
a—maq=—" a(—m)+(—n) a—(m+n)

a

(b) Sean a,b € R*, probemos que a"b™ = (ab)", para n € N, por induccién sobre n.
Para n = 1 es claro que se verifica: a'b! = ab = (ab)*.
Supongamos que es cierto para n = k (hipdtesis de induccién); esto es, a*b* = (ab)*.
Multiplicando esa igualdad por ab se obtiene a*b*(ab) = (ab)*(ab). El primer miembro es,
a®bF(ab) = (aFa)(bFD) = aFT1OF L.
Y el segundo miembro es,
(ab)*(ab) = (ab)*+1.
De ambos, a**1b**1 = (ab)**1. Por tanto, la propiedad se verifica para n € N.

Si n = 0 entonces a®? = 1 = (ab)?, luego también se verifica. Sea entonces, n € Z y n < 0,

entonces 1 1 1

a™b’"t = L
Cambn g (ab)Tn

Ejercicio 11.40. Usa la misma técnica para probar la propiedad (c)

PROPOSICION 9.3 Six,y € RT yn € N entonces, x < y si y sélo si x™ < y™.

DEMOSTRACION Vamos a probar por induccién que x < y implica que 2" < y™.

Sin =1 es trivial. Supongamos que es cierto para n = k (hipétesis de induccién); esto es, x < y implica
que zF < ¥, entonces,

k+1

" = abe < ke < yhy = P

Veamos el reciproco, partimos ahora de 2" < y™ y debemos probar que x < y. Si fuera y < z, por la
implicacion anterior, seria ™ < x™ pero esto no es posible. Por tanto, debe ser x < y. Pero tampoco
puede ser x = y ya que seria ™ = y™. Por ende, z < y.

Ejercicio 11.41. Prueba que es falso que si x,y € Ry n € N, entonces z < y si y sélo si 2" < y™.
Ejercicio 11.42. Si z,y € RT y n € N prueba que z > y siy sélosi 7" <y~ ™.

Ejercicio 11.43. Prueba que para a,b € R* y m,n € Z se verifican las siguientes:
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Q|
2|

3

—~
(@]
~

<
5|5
I
/N
kS
N——
3

Ejercicio 11.44. Niega la proposicién: (a + b)" = a™ + b", paran € Z y a,b € R*. ;jcudl de las dos
proposiciones es verdadera, esa o su negacién?

Ejercicio 11.45. Prueba que (a + b)? = a® + 2ab+ b? y que (a + b)(a — b) = a® — b%.

Ejercicio 11.46. Un nimero entero n se dice que es par si puede escribirse como n = 2m, siendo m € Z,
en caso contrario se dice impar. Prueba que si n es par entonces ™ > 0 para cualquier x € R* y si n es
impar entonces 2" > 0siz € RT y 2" <0siz € R™.

Ejercicio 11.47. Prueba que sin € Ny n es par entonces ™ > 0 para cualquier x ¢ 0.
Ejercicio 11.48. Prueba que si n € Ny n es par entonces 2" = |z|" para cualquier x € R.

Ejercicio 11.49. Sea x € R. Prueba que sin € Ny n es impar entonces 2 > 0six > 0y 2™ < 0si
x < 0.

Ejercicio 11.60. Sean z,y € R, z > 0, y > 0. Prueba que si n € N entonces z" = y" si y sélo si z = y.
Ejercicio 11.51. Sean z,y € R. Prueba que si n € N y n es impar entonces " = y" si y sélo si x = y.
Ejercicio 11.62. Prueba que 2™ > x si x > 1.

Ejercicio 11.53. Prueba que 2" <z si 0 <z < 1.

10 Radicacion.

Para poder definir las raices (cuadradas, cubicas, etc.) necesitamos asegurar la existencia de nimeros reales
x que verifiquen igualdades del tipo 2" = y. Este serd entonces nuestro primer objetivo. En el siguiente
lema vamos a probar una desigualdad que nos resultarad util en ese propésito.

LEMA 10.1 Sin e N y0 < e < 1 entonces

(I1+e)" <1+ 3".

DEMOSTRACION Lo probaremos por induccién. Paran =1, alser 1 <3ye > 0ese < 3y, por tanto,
1+e<1+3e.

Supongamos que la desigualdad es cierta para n = k (hipétesis de induccién); esto es, (1 +¢)* < 1+ 3¢,
Entonces,

A+l =1+)f1+e)<(1+3%)1+e) =143 c+e+382 =1+ (3" +1+3%)e.
Bastard probar, para terminar, que 3F + 1 + 3¢ < 3**1. En efecto,

1 < 3k k>1
e < 3F asere<1

Luego, 3F + 1 + 3k < 38 4 38 43k = 3. 3F = 3++1, n
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TEOREMA 10.2 Sea a > 0 un niumero real y n € N, entonces existe un tinico real x > 0 tal que =" = a.

DEMOSTRACION
Es claro que si a = 0 entonces © = 0, asi que supondremos que a > 0 y consideremos el conjunto
E={t: t>0,t"<a}

Probaremos que este conjunto estd acotado superiormente y que, por tanto, tiene supremo. A continuacién
veremos que este supremo es precisamente el nimero x que verifica " = a.

FE estd acotado superiormente por a + 1. En efecto, sit € E y t <1 entonces
t<1l<a+l.
Y si t > 1 entonces
t<t'<a<a+l

Por el principio del supremo FE tiene un supremo que llamaremos . Claramente z > 0. Vamos a probar
que x™ = a viendo que ni ™ < a ni ™ > a son posibles.

n

>0

: a
Supongamos en primer lugar que fuera ™ < a. En tal caso, a — 2™ >0y

(3z)"

Existe entonces un ndmero € > 0, € < 1 tal que

esto es, £(3z)" <a—z".

Por lema anterior, (1 + &)™ < 1+ 3"¢ luego
2"(I+e)" <z"(143"%)=2"+ Bx)"e <2+ (a—2") =a.
Por lo que (z +ex)" = 2™(1 + £)" < a y esto significa que z + ez € E.

Pero x + ex > x y esto se contradice con que x sea el supremo de F. A esta contradiccién se ha llegado
por suponer que z" < a. Asi que z" > a.

Supongamos ahora que es " > a. En este caso, 2™ —a > 0 y existird ¢ > 0, € < 1 tal que

" —a

e < 3ng ;

estoes, e3"a < 2" —a.

De donde, €3™a + a < x™ y sacando factor comdn a resulta a(£3"™ + 1) < z™. Usando de nuevo el lema
anterior, tenemos que
a(l+e)" <a(ed" +1) < 2"

Multiplicando ahora por — > 0 resulta que

1
(1+¢)
“<(1ily::<1is>n'

ero esto no es pos'ble a € LIZ‘ < lo e significa que l’
P | qu x, qu 1gNnITI u

< t, de donde,

T n
( ) <t"<a.
1+¢

no es cota superior de F, asi que

. " . e X
existe alglin t € F/, lo cual significa que t" < a, tal que i
€
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Que se contradice con la desigualdad obtenida anteriormente. Asi que 2" > a tampoco es posible y sélo
nos queda que x" = a. [

Como pudiste probar en el apartado anterior, si n € N es par 2™ > 0, para cualquier z € R. Perosin € N
es impar entonces ™ < 0 si < 0. Por tanto, si a < 0 entonces aplicando la proposicién anterior al
nimero —a > 0,existe x > 0 tal que:

Sin es impar es (—1)" = —1 y podemos escribir:

Asi pues, si n es impar y a < 0 existe un tnico y < 0 tal que y" =a

Ya estamos en condiciones de definir la raiz n-ésima:

DEFINICION 10.3 Dado a > 0 y n € N, se llama raiz n-ésima de a, y se denota por {/a, al nimero
x >0 tal que 2™ = a; esto es, ({/a)" =a > 0.

Sia<0yn €N, conn impar, se llama raiz n-ésima de a, y se denota por {/a, al nimero y < 0 tal que
n . n/7\"
y" =a, estoes, ({Va)" =a <0.

Para n = 2, ¢/a se denomina raiz cuadrada y se denota simplemente por +/a.

Paran =3,4,..., V/a, /a se denominan raiz ctbica, cuarta, etc.
Las propiedades de la radicacién son las siguientes:

PROPOSICION 10.4 Sean a,b € R y n € N se verifican las siguientes propiedades:

(a) ({/a)f = aP, sia>0ypcZ.

(b) "aP = {/a, sia > 0.

(c) Wa Vb= Vab, sia, b>0.

(d) ¥/a= ¥/ ¢a= "a, sia>0ypecN.
(e) Va™ = a sin es impar.

(f) ¥a" = |a| sin es par.

DEMOSTRACION

(a) Sillamamos 2 = /a > 0, es 2™ = a, luego, elevando a p, sera
(") =aP; pero (a2P)" =2 = (a™)P.
Asi que, (zP)" = aP, luego 2P = /aP, como queriamos probar.

(b) Por definicién, es ("/a?)"™” = aP, pero esto es lo mismo que

(<)) =

de donde, al sera >0y "aP >0, es ( ”W)n = a de donde, Wa? = {/a.
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(c) Llamemos u = {/a 'y v = V/b entonces u” = a y v" = b, de donde,
(uv)® =u"v" = ab.
Asi que uv = /ab, como querfamos demostrar.
(d) Llamando x = "¢/a, sera " = a. Pero
2P = (") = a.
Por tanto, 2™ = ¥/a, de donde z = {/ ¥/a.
También, 2" = (zP)" = a, asi que, 2P = Ya, y x = {/ {/a.

(e) Al ser n impar como ({/a™)" = a™ debe ser {/a" = a.

(f) Al ser n par es a™ > 0y, por definicién, V/a™ > 0. Ya que ({‘/a”)n = a" = |a|", resultard que

Vam = |al.

Ejercicio 11.54. Prueba las siguientes propiedades:
(a) Sin esimpar: {/—a=—{/a.

(b) (/a)? = {aP, sia <0, nesimparypcZ.
(c) ™/aP = {/a,sia<0ymnypsonimpares.

(d) /a /b= {/ab, sin es impar.

Va a .
=% —-,sia>0yb>0.
b Vb

Ya a . :
= {/—-,sib#0ynimpar.
AL

(g) ¥/ Va= "Ya,sia<0yny psonimpares.

)
)
)
)

(e)

Ejercicio 11.55. Estudia la veracidad de la siguiente propiedad: si a,b € R™ y n € N entonces V/a + b =
Ya+ V.

DEFINICION 10.5 Sia >0, paran € N ym € Z, se define anw = gm/n = YVam.

C .y, . . m .
Para que esta definicién tenga sentido, si m,p € Z*, n,g e Ny — = d debe cumplirse que
n q

vaP = Va™.
Veamos que esta igualdad es, efectivamente, cierta. Para ello, supongamos que % es irreducible.

Aplicando la proposicién 8.6 existe un natural k£ tal que m = pk y n = gk, entonces
\n/ am = q\k/ (Ip = ¥ (ap)k = \q/ a/p'

Ejercicio 11.56. Para a,b € R™ y m,n € Q; esto es m = p1/q1 y n = p2/qo, siendo p1,ps € Z y
q1,q2 € N, se verifican las siguientes:
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PROPOSICION 10.6 Existen niimeros reales que no son racionales y que llamaremos irracionales.

DEMOSTRACION

Para probar la veracidad de esta proposicién bastard con encontrar uno: demostraremos que v/2 no es
racional.

., , L, . m
Por reduccién al absurdo, supongamos que lo fuera. En tal caso tendria una representacién irreducible —,
n

y como /2 > 0 es m,n € N. Entonces,
2
m m
V2= —, luego — =2

n n
Asi que, m? = 2n? y esto significa que 2 es divisor de m?, luego 2 es divisor de m. Podremos escribir
entonces m = 2p, para algiin p € N. Sustituyendo,

(2p)? =2n?%, dedonde 2p*=n’

Luego 2 es divisor de n? y, por tanto, también de n.

Hemos llegado a que 2 es divisor de m y de n, lo cual se contradice con el supuesto de que m/n es
irreducible. |

DEFINICION 10.7 Decimos que un subconjunto A deR es denso en R si entre dos niimeros reales distintos
existe uno de A; esto es, si para cada x,y € R, con © < y existe a € A tal que

r<a<y.
PROPOSICION 10.8 El conjunto de los niimeros racionales es denso en R.

DEMOSTRACION

Sean x e y dos nimeros reales tales que z < y. Puesto que y — x > 0, por la propiedad arquimediana

existe un natural ¢ tal que
1

y—x
Llamemos p = ent (qz) + 1. Probemos que x < p/q < y. En efecto, por la definicién de parte entera,
como p — 1 = ent (qx),

q>

p—1<gqgr<p, luego p<qgr+1 y qgx<p.

De esta dltima, < p/q.

Por otra parte, al ser ¢ > es qy —qr = q(y —x) > 1; esto es, qy > qr + 1, pero como p < qr + 1,

es qy > p; esto es, y > p/q. [ ]
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PROPOSICION 10.9 El conjunto de los niimeros irracionales es denso en R.

DEMOSTRACION
. T Y . . :

Sean x e y dos nimeros reales tales que = < y. Entonces ﬁ < \ﬁ aplicando la proposicién anterior,
existe un nimero racional r tal que

Xz

—<r<l, de donde z < 7rV2 < y.

V2 V2
Pero /2 es irracional asi que la proposicién queda probada. [ |

Ejercicio 11.57. Simplifica (expresa de la forma mas sencilla que puedas):

(a) V5V/25V/2.
v
75

© (V)
(d) 4V/81 —2v/24 + /108 — /256.
(e) v/ai/av/a.

Ejercicio 11.68. Prueba que si a,b € Ry n € N, entonces

(b)

54

a®—=b"=(a—0) (a”_l +a" b4 ab" + bn_l) .

Ejercicio 11.59. Racionaliza (quita los radicales del denominador):

(a) Nea

1
VIEVE
1
NCERV ey
1
1
TERNEY

(b)
(c)
(d)
(¢)

Nota: Para los dos dltimos usa el resultado anterior.

Ejercicio 11.60. Ordena de mayor a menor:
V17, V15, V21.

Nota: Quizas poniéndolos bajo el mismo radical...
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En ocasiones necesitaremos encontrar ciertos nimeros reales que verifiquen una igualdad o desigualdad.
Esto es lo que se conoce como resolver una ecuacién (para las igualdades) o inecuacién (para las
desigualdades). Asi, por ejemplo, encontrar los nimeros reales x tales que:

2 —6x+8=0

se denomina resolver la ecuacién (igualdad). Un ejemplo de resolver una inecuacién (desigualdad) seria
encontrar los niimeros reales x tales que

3r—2<2—(z+5H)

El objetivo en ambos casos es llegar a expresiones mds simples que las dadas en las que el nimero x
aparezca una sola vez. Asi en una ecuacién como

3xr—6 x
T =9_Z
8 v 2

podemos proceder multiplicando los dos miembros de la igualdad por 8:
3x —6 — 56x = 16 — 4x,
Sumar ahora 4z a los dos miembros:
3z — 6 — 56z + 4z = 16.

De donde, —6 — 49z = 16, sumando ahora 6 resulta —49x = 22 y multiplicando por —1/49 resulta

2
49

xr =

Decimos entonces que —% es la solucién de la ecuacién.

No toda ecuacidén puede "resolverse” directamente de forma tan sencilla, ocasién tendras de ver muchos
ejemplos en los que esto no es posible. Veamos el caso de una ecuacién, denominada de segundo grado,
del tipo

az? +bxr+c=0, con a#0.

Como a # 0 multiplicamos por 1/a, que también se dice dividir la ecuacién por a:
b

24—z = =0
a a

b b ? .
Ahora observamos que 22 + —z = (z + —)? — () , asi que, sustituyendo:
a

2a 2a
by b\? ¢
— ) = = - =0.
(z+ 2a> <2a> * a
De aqui,
by b c b —dac
(z+ %) 102 a 4a?
Asi que,
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Lo cual, como ves, sélo es posible si b> — 4ac > 0. Ahora podemos poner

b b? — dac b Vb2 —dac  —bE Vb? — dac
2a 4a? 2a 2a - 2a '

Que son las dos soluciones que resultan y que las denominaremos raices de la ecuacién.

Ejercicio 11.61. Prueba que si z1 y x5 son las dos raices de la ecuacién az? + bx + ¢ = 0 entonces
az® +bx +c = a(r — x1)(x — x2).
Ejercicio 11.62. A partir del ejercicio anterior estudia el signo de az? +bx + ¢, para a # 0, variando z € R,

seglin que tenga una, dos o ninguna raiz real.

Ejercicio 11.63. Prueba que el cilculo de las raices de una ecuacién de segundo grado ax? + bx +c =0,
puede simplificarse, si escribimos by = b/2, usando

—by £ \/b%—ac
T = .
a

11 Principio de los intervalos encajados.
DEFINICION 11.1 Llamaremos intervalos en R a los conjuntos de la forma:

o (a,b) =la,bj={xr €R: a <z <b}, siendoa,becR.

[a,b) = [a,b]={z € R: a <z <b}, siendoa,bcR.

o (a,b] =la,b] ={zxeR: a<az<b}, siendoa,bcR.

e [a,b] ={xeR: a<az<b}, siendoa,bc R.

o (—00,b) =] —o0,b[={zr€R: =z <b}, siendobeR.
o (—00,b] =|—00,b]={z€R: x <b}, siendobecR.
o (a,+0) =la,+oo[={x €R: a <z}, siendoa € R.

[a, +0) = [a,+o[={x € R: a <z}, siendoa € R.

(—o0,+00) = R.

Se llaman intervalos abiertos a los intervalos (a,b), (—00,b) (a,+00) y (—o0, +00).
Se llaman intervalos cerrados a los intervalos [a,b], (—o0,b] [a, +00) y (—00, +00).
Se llaman intervalos semiabiertos o semicerrados a los intervalos [a,b) y (a,b].

Se llama longitud de los intervalos acotados [a,b], [a,b), (a,b] o (a,b) al nimero b — a.
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Ejercicio 11.64. Estudia la acotacién de cada uno de los intervalos indicando supremo, infimo, maximo y
minimo si lo poseen.

Ejercicio 11.65. Prueba que si [a,b] C [c,d] entonces se verifica

c<a<b<d y b—a<d-ec

Ejercicio 11.66. Expresa los siguientes conjuntos en forma de intervalo (o como uniones o intersecciones

de intervalos):

(@) {reR: xz<2yxz>3}
(b) {zeR: z>2yx<1}.
(c) {reR: xz<b5yx<VT)
(d) {zeR: |z] <1}
(&) {reR: o] <3}
(f) {zeR: |z| >3}
(g) {zeR: |z+1] <2}
(h) {x€R: —7— 3z <5z +29).
(i) {zeR: 3/x <5}
() {xeR: 2%>4)}.
(k) {zeR (x+%)2 < 5}.
() {zeR: 22 —-4x+8<0}.
(m) {zeR: 222 —42+8>0}.
(n) {zeR: (2z-1)3—2z)(z+2) <0}
(0) {zeR: (22-3)(z+2) <0}
() freR: StL<i)
2z +1 3
(q) {z€R T Sk
() {zeR 2f+_23<;y5x1g6}.
(s) {z € R x210+1—%24_65x+1}.

DEFINICION 11.2 Diremos que una familia de intervalos cerrados y acotados [a,,by], paran € N, forma
una sucesion de intervalos encajados si se verifican las dos siguientes condiciones:
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e La sucesion de intervalos es decreciente; esto es, [an,by| C [an—1,bn—1], para cadan > 1:
[alabl] D [GQ,bQ] D [a3ab3] D [a4ab4] D [CL5, b5] T
Observa que se verifica:

a1 <ax<az<ag<as<---
by > by >bg>by>bs>---
by —a1 >by—ax >b3—a3 >bys—ag > ---

Ademds a; < b;, para cualquier i,j € N.

e Las longitudes de los intervalos decrece a cero; esto es, para cada ¢ > 0 existe n € N tal que
b, —a, <e.

Ejercicio 11.67. Estudia si la familia de intervalos [0, —] forma una sucesién de intervalos encajados.
n

TEOREMA 11.3 (PRINCIPIO DE LOS INTERVALOS ENCAJADOS) Sila familia de intervalos [ay,, by,], para
n € N, forma una sucesién de intervalos encajados existe un dnico nimero real x € [ay,by], para n € N.

Observa que en este teorema se asegura que la interseccién de todos los intervalos que forman la familia
estd formada por un Gnico nimero real.

DEMOSTRACION

Consideremos el conjunto E = {a; : k € N}. E estd acotado superiormente, puesto que a; < by,
k € N. Sea x el supremo de E.

Dado n € N, se verifica que ay < by, para cada k € N, luego todos los b,, son cotas superiores de E, asi
que x < by, para n € N. Por tanto,

x € [ap,by], para neN.

Veamos que x es el dnico: si hubiera otro y € [an,by], n €N, seria y > a,, n € N, lo que significa que y
seria cota superior de E. Por tanto, z < y.

Observemos que si © < y como z,y € [an,by], tendriamos que [z,y] C [an,by], para cada n, luego
y—x <b, —a,, para cada n € N.

Sin embargo, si x < y, seria y —x > 0y, aplicando la segunda condicién de los intervalos encajados,
existiria n tal que b, — a, < y — x, lo cual es una contradiccién. Asi que x = y. [ |

12 Representacion decimal de los nimeros reales.

A partir de los digitos de 0 a 9 podemos expresar todos los nimeros naturales. Ya que el conjunto de los
enteros lo forman los naturales junto al cero y los opuestos de aquellos, también disponemos de una forma
de representarlos. Recordemos que dicha representacion se basa en el uso de las potencias de 10; asi el
ndmero 3574 es

3-10° +5-10% +7-10" + 4 - 10°.

Ahora vamos a utilizar las potencias negativas de 10 para expresar los demds nimeros reales.
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Escribiremos; por ejemplo, 693,754 para expresar el nimero
6-102+9-10" +3-10° +7-107  +5-1072 +4-107°.

A los digitos que corresponden a esas potencias negativas se les llama decimales y, mas concretamente, al
que corresponde a 10! se le llama décima, al de 1072 se le llama centésima, etc.

Ahora veremos que cualquier otro nimero real puede ser expresado de forma parecida. Consideremos
x € RT, si fuera < 0 bastaria con usar el sigho — para tener su representacién decimal.

Existe un niimero natural (dnico) ag (la parte entera de ) tal que
ap <z <ap+1

Para este niimero ag ya disponemos de una representacion decimal. Observa que de esa igualdad se deduce
que 0 <x —ap < 1. Asi que,
0 < 10(x — ag) < 10.

Para 10(z — ag) existe otro natural (dnico) a1, que serda 0 < a; <9, tal que
1

a1 <10(x —ap) < a1 + 1, Iuegoao+%§x<ao+%+ﬁ

De la primera desigualdad podemos deducir que 0 < 10(z — ag) — a1 < 1, luego
0 < 10%(z — ag) — 10a; < 10.

Existe entonces otro natural (tnico) as, que serd 0 < as <9, tal que

) aj a9 aq as 1
ag < 10°(z —ap) — 10a; < ag + 1, Iuegoa0+ﬁ+1—()2§x<ao+T0+T()2+T(]2

Prosiguiendo asi podemos determinar una familia de intervalos cerrados [a,, 3,], donde

LR
Orn — A _— _— .
n 0 JITIE 10
_ “r, %2 o, Y
b=+ g+t Fimt 1om

tal que oy, < x < B,,. Esa familia forma una sucesién de intervalos encajados, asi que determinan un (nico
nimero real y ya que x € [ay, B,), para cada n, ese nimero x es el dnico.

Es costumbre usar la notacidn 3,25 para expresar el nimero 3,2525252525 . ... Se dice en estos casos que
ese nimero es periédico y 25 es su periodo. No es dificil ver que estos niimeros periddicos son racionales.
El siguiente procedimiento lo muestra.

Sear = 12,7@, multiplicando por 1000 y restandole 10z resulta

~ ~

1000z — 10z = 12732,32 —127,32 = 12732 — 127.
12732 — 127
1000 — 10

Cualquier ndmero racional puede ser expresado mediante una representacién decimal que tiene un ndmero
finito de decimales (podriamos decir que los nimeros enteros tienen cero decimales) o es periddico. En
efecto, consideremos un ndmero racional positivo m/n. Se puede expresar:

De donde, (1000 — 10)x = 12732 — 127, asi que =

m 70
m = agn +1rg, estoes — =ag+ —
n n
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Donde 0 < rg < n. Consideremos ahora 107y y n, de nuevo

r T
10rg = a1n +ry, estoes 0 (1110_1 + —110_1.
n n

Siendo 0 < 71 < n. Llevandolo a la expresién anterior:

m = ag + allO’l + T—110*1
n n

De nuevo, aplicando lo anterior a 107 y n, tendremos que

r T
10r; = asn + ro, esto es - CL210_1 + —210_1.
n n

Siendo 0 < ry < n. Llevandolo a la expresién anterior:

m_ ap+a1107 + ap1072 + 2102
n n

Este proceso puede continuarse indefinidamente hasta que algiin r, = 0. Pero si esto no ocurre tendran
que repetirse las cifras de forma periédica. En efecto, en el proceso vamos dividiendo 10r; entre n, pero
los restos 75 de esas divisiones deben ser menores que n, asi que después de repetir el proceso n veces
alglin resto vuelve a aparecer o algtin resto es cero. En el primer caso el nimero racional tendrd un decimal
periddico.

Ejercicio 11.68. Encuentra la expresién decimal de los siguientes niimeros racionales: 5/7, 3/11, 2/25.

. .. , . ~ ~

Ejercicio 11.69. Halla el nimero racional que corresponde a los siguientes nimeros decimales: 1, 1; 1, 9;
7/
7,12531.

13 lIgualdades y desigualdades notables.

Comencemos por introducir una forma de denotar sumas y productos que nos serd de utilidad: si aq,
a2, ..., ap € R escribiremos:

n n
E a;=a1+ag+---+ap y Haizalag--'an
i=1 i=1

n n
El simbolo Z lo leeremos sumatorio o suma desde i = 1 hasta n de... y H lo leeremos producto desde
. i=1 i=1
i =1 hasta n de...

La propiedad distributiva nos asegura que

n n
xZai:m(a1+a2+--'+an) ::ca1+:zra2—|—--'+xan:z$ai.
i=1 1=1

Las propiedades asociativas y conmutativas nos aseguran que

n

Z(ai + bz) = Zai + Zbl
i=1 =1

=1

Otras propiedades del sumatorio son:
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[ Zﬁj:p a; = Qp.

o >l jai= Z?;ll ai + an.

Ejercicio 11.70. Escribe sin el sumatorio:

(@) 2o aibi.
(b) Y7 axbni.
(©) Ylgain
(d) SpgamFeh.
Ejercicio 11.71. Expresa con el signo sumatorio:
(a) a1bs + agby + asbs + agby + asby.

(b) a"+a" 'b+a"" 2 4 - 4 ab" Tt 4 b

(c) 122 + 2023 + -+ + 22" L

DEFINICION 13.1 Para cada n € N se define el factorial de n y se denota por n! de la siguiente forma:

0! =1
nl=n-(n—1), paran>1.

Y

Para cada n,k € Z, siendon > 0 y 0 < k < n se define el nimero combinatorio n sobre k y se denota

(5) = w6

Las propiedades bdsicas de los nlimeros combinatorios son:

n .
por <k3 ) , como el nimero

ProroSICION 13.2

Quico Benitez



48 13. IGUALDADES Y DESIGUALDADES NOTABLES.

DEMOSTRACION

(i) Es trivial.

(ii) Escribiendo lo qué es cada sumando, buscando denominador comin y operando:

<k21> * (Z) - (k—l)!(zl—k+1)! * k!(nni I
k-l (h—k+1) n!

K E—Dln—k+ 1) Hn—k+1)-(n—k)
k-n! (n—k+1)-n!

Elln—k+ 1) kl(n—Fk+1)!

E-nl+(n—k+1)-n!

El(n —k+1)!
_ kenl4+n-n!—k-nl+n!
B El(n —k+1)!
_ (n+1)-n!
 kl(n—k+1)!
B (n+1)!
 kl(n—k4+1)!

(1)

TEOREMA 13.3 (BINOMIO DE NEWTON) Para cada a,b € R yn € N se verifica

n __ - n n—kik _ [T n n n—1 n n—232 . n n
(a+0) —];(](k>a b—<0>a —|—<1>a b+(2)a b* + +<n>b.
DEMOSTRACION Procedamos por induccién sobre n. Para n =1 es

(a+b) = (é)a—i- G)b

Lo cual es cierto. Supongamos ahora que es cierto para n = k (hipétesis de induccién); esto es,

(a+b)F= <§> ak + (If) ak b + <§> a7 (:) b*.

Entonces, multiplicando por (a + b) la igualdad anterior resulta

(a+b)k+l = (g) aktl 4 (T) akb + <§>ak1b2+-~-+ (Z) ab”

kN & Y\ k1,2 k\ k2,3 kN ki
+<0ab+1>a b—|—2ab+ +k:b

- (3 () (0 (1) (2o
_ <k31)ak+;‘+ (<’“<*§ 1>1>,%+<€2-§1> k<f>++ (kzl) o <Zﬁ> i1

Introduccion al analisis matemdtico



TEMA 2. CONJUNTOS NUMERICOS

Ejercicio 11.72. Usa el resultado anterior para probar que
- n n mn mn n
n __ J— oo
£ 1) () () (5) ()

Ejercicio 11.73. Halla las siguientes potencias:

(@) (—z+2% (b) (=322+y)° (c) (—1+32%y)3
Ejercicio 11.74. Del desarrollo de (322 — x)17 halla el término cuya potencia de x sea 20 (si hay alguno).

TEOREMA 13.4 (DESIGUALDAD DE CAUCHY) Para cualesquiera aj,b; € R (j =1,...,n) se verifica

2

n n n
Doty | < (D) | Y
= =1 =1

Observa que para n = 2 esa desigualdad es
(a1by + azb)® < (af + a3) (b} + 03).

DEMOSTRACION Llamemos
n n n
_ 2 _ 2 _ b
A=) df, B=) b, C=) ajb
j=1 j=1 j=1

Vamos a suponer que B # 0, puesto que en caso contrario la desigualdad seria obvia al ser todos los b;
iguales a cero.

n
Para cualquier ¢ € R se tiene que Z(aj + bjt)2 > 0. Por tanto,
j=1

n
0< > (af +2a;b;t + b3t?)
j=1

= ia? +2t§n:ajbj +t2§:b§
j=1 j=1 j=1

A+ 2tC +t°B
Bt?2 +2Ct+ A

Asi que hemos obtenido que Bt? + 2Ct + A > 0, para cualquier t € R. Pero esto supone que la ecuacién
Bt?> +2Ct + A = 0 no puede tener dos soluciones reales, asi que

(20)2 —4BA <0, estoes,C?— AB<0.
Sustituyendo A, By C por sus expresiones resulta la desigualdad de Cauchy. [ ]

Ejercicio 11.75. Usa la desigualdad de Cauchy para probar que

1
sup{zy: 22 +4P=1}= 7

Quico Benitez



50 13. IGUALDADES Y DESIGUALDADES NOTABLES.
TEOREMA 13.5 (DESIGUALDAD DE MINKOWSKY) Para cualesquiera a;j,b;j € R (j =1,...,n) se veri-
fica

1/2 1/2 1/2
n n n
> (aj+1b;)° <X d| +[>¥
j=1 j=1 j=1

Observa que para n = 2 esa desigualdad es

V(a1 +b1)2 + (az + b)? < \/a% + a3 + \/b% + b3.
DEMOSTRACION Llamemos como antes
n n n
A=) dl, B=) b, C=) ab
j=1 j=1 j=1

La desigualdad de Cauchy supone que C? < AB, pero esto es lo mismo que decir que |C| < VAB
Entonces,

Z(aj + bj)2 = Z(a? + Q(Ijbj + b?
j=1 Jj=1

= A+2C+B

< A+2/C|+B

< A+24Y2BY/2 1B

(A1/2 + B1/2)2

Hemos obtenido entonces:

. . 1/2 . 1/2\ 2
Dlaj+b)?< [ | Doad | + Db
j=1 j=1 j=1
De donde resulta la desigualdad buscada. ]

TEOREMA 13.6 (DESIGUALDAD DE BERNOULLI) Paracadaz € R,z > -1, 2 #0yne N, n>1 se
verifica

I+2)">14+nz
DEMOSTRACION Lo probaremos por induccién. Para n = 2 es
(1+z)?>=1+2z+2%>1+ 2z
Supongamos que la desigualdad es cierta para n = k (hipdtesis de induccién); esto es,
(1+z)k >14 k.
Multiplicando por (1 + z) resulta,

A+ > 14+ 2)Q+ke)=14+kr+a+ke? =14+ (k+ D+ ke > 1+ (k+ 1)z
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14 Conjunto de los nimeros complejos

No vamos a realizar un estudio exhaustivo de los niimeros complejos, nos limitaremos a dar una idea de lo
que son, como se representan y sus operaciones y propiedades basicas.

Llamaremos conjunto de los nimeros complejos, y se denota por C al conjunto formado por todos los
pares ordenados de nimeros reales (a,b). Se usard la representacién cartesiana de estos niimeros:

bk - 74(&, b)

ofF-----

La igualdad de dos niimeros complejos (a,b) y (c,d) se establece asi

(a,b) =(c,d) siysélosi a=c y b=d.
En el conjunto de los niimeros complejos hay definidas dos operaciones:

Suma: Para dos niimeros complejos (a,b) y (¢, d) se define asi

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

Suma: Para dos niimeros complejos (a, b) y (¢, d) se define asi

(a,b)(e,d) = (ac — bd, ad + be)

Puede probarse que el conjunto C con estas dos operaciones verifica las mismas propiedades algebraicas
que verifica R y que hacen que C sea un cuerpo conmutativo. En particular,

El elemento nulo es (0,0).

El elemento unidad es (1,0).

El elemento opuesto de cada nimero complejo (a,b) es —(a,b) = (—a, —b).

El elemento inverso de cada nimero complejo (a,b) # (0,0) es

a b
a?+b2 a?+b?

(a,0)7" = ( )-
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14. CONJUNTO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Ejercicio 11.76. Prueba que, efectivamente, C verifica las mismas propiedades algebraicas que R.

Si z = (a,b) es un ndmero complejo al nimero real a (primer elemento del par) se le denomina parte real
de z y se denota por R(z) y al nlimero real b se le denomina parte imaginaria de z y se le denota por J(z).
Es importante que observes que tanto la parte real como la imaginaria son niimeros reales.

El conjunto {(a,0) € C: a € R} se identifica con R. Esto estd justificado al ser

e (a,0)+ (b,0) = (a+b,0), para cada a,b € R.

e (a,0)(b,0) = (ab,0), para cada a,b € R.

Por esta razén el ndmero (a,0) se denota simplemente por a.
Al nimero complejo (0, 1) se le denomina unidad imaginaria y se le denota por i; esto es, (0,1) = i.

Observa que el producto un nimero real x ((x,0)) por la unidad imaginaria es:

zi = (2,0)(0,1) = (0, )

Usando entonces esas notaciones cualquier nimero complejo z = (a, b) puede escribirse como

z=a+bi=R(z)+ J(2)i.

Las potencias de los nimeros complejos se definen de forma andloga a las de R y verifican las mismas
propiedades. Asi, por ejemplo,

=1, i'=i, ?=i-i=(00,1)(0,1)=(-1,00=—-1 , #=i%=—i, i*=di=1

Ejercicio 11.77. Observa que las potencias enteras de ¢ repiten su valor cada 4, sabiendo esto halla el valor
de
?:7, ?:23, i2002, i4n+3 (Sl n G N)

Para potencias con entero negativo, al igual que en R, se definen a partir del inverso de las potencias
enteras positivas:

Ejercicio 11.78. Halla las siguientes potencias:

(a) (1+2i)° (b) (=243 (c) (1+4)~2

Ejercicio 11.79. Realiza las siguientes operaciones:

gfz (©) T+i+(5—1i)(4+2i).

(@) (2+3i)2% (b)

El conjugado de un nimero complejo z = a + bi se define como

Z=a+bi=a—b.
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Ejercicio 11.80. Prueba que si z = a + bi entonces 2%z = a? + b°.

El médulo de un ndmero complejo z = a + bi se define como

1z = Va? + b?

Ejercicio 11.81. Considera dos complejos z1 = a1 + b1i y zo0 = ag + bei, prueba que

a

b) |z122] = |21[22].

(a)
(b)
(c) z171 = |1
(d) |21+ 22| < [z1] + 22|

Recuerda, por tus estudios de geometria analitica, que los puntos (x,y) de una circunferencia de centro
(70,90) y radio r verifican

(x — x0)* + (y — yo)* =r°.

Puesto que un nimero complejo = + yi (recuerda que es (x,y)) se representa
mediante el punto (x,y), resulta que todos los complejos tales que |z + yi| = r
se representan mediante una circunferencia de centro (0,0) y radio r, puesto que

1IN
NI

|$‘|‘yi|=\/m=r de donde 22 + y? = r2.

Del mismo modo, si llamamos z = = + yi y 20 = xp + Yot resulta que la
circunferencia de centro (g, %0) y radio r puede escribirse en forma compleja
como
|z — 20| = 7.
Observa si z1 y z2 son dos nimeros complejos de médulo 1; esto es, |z1| = |22] = 1, entonces ambos

complejos estan representados en la circunferencia unidad (de radio 1) centrada en el origen. Ademds, el
producto de ambos verifica:
|z122] = |21][22] = 1.

Asi que el nimero complejo también estd representado en la misma circunferencia.

Ejercicio 11.82. Prueba que si un complejo z esta representado en una circunferencia de radio 7 y centrada
en el origen y u es un complejo de médulo 1, entonces el niimero uz estd en aquella circunferencia.

15 Las razones trigonométricas.

Ya hemos visto que el conjunto de complejos z = (x,y) de mdédulo uno, representado por U, es la
circunferencia de centro 0 y radio 1; esto es, i/ = C(0, 1) y que esta circunferencia unidad viene determinada
por la igualdad 2% + 4% = 1.
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15. LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS.

Podemos asociar a cada dngulo @ (menor que un completo)
un punto u, sobre la circunferencia unidad. Para ello, fi-
jamos la semirrecta de las abscisas positivas (conjunto de
puntos (z,0) con x > 0), entonces a cada punto u de la cir-
cunferencia unidad corresponderd una y solo una semirrecta,

con extremo en el origen de coordenadas, que pasa por ese
/ punto u y que, junto a la otra semirrecta fijada, definird dos

angulos (que suman un completo) uno en sentido contrario
\)/ a las agujas del reloj (antihorario), que diremos positivo, y
otro en sentido horario, que diremos negativo. Asociamos
entonces al punto u el dngulo positivo. Reciprocamente, a
cada angulo positivo @& determinado por dos semirrectas con
extremo comun en el origen, siendo una de ellas la de las
abscisas positivas, le corresponde un tnico punto en la cir-
cunferencia unidad.

o)

Esta relacién entre dngulos y puntos de la circunferencia unidad es la que permite, entre otras, asociar a
cada angulo una “medida”, asi como poder definir las razones trigonométricas.

Para asociar esa medida usamos el hecho de que, ademds de que a cada dngulo @ corresponde un tnico
Uq €n la circunferencia unidad; a este complejo corresponde el arco de circunferencia que va desde el
nimero 1 = 1+ 0i al nimero u,, recorrido en “sentido positivo” (sentido contrario a las agujas del reloj),

a 4 ” H
y representamos por 1 u,. La “longitud” de este arco, denotado por ¢[u,v] se toma como la medida del

angulo a.

Este no es el momento de formalizar todas estas ideas, lo que seria un proceso largo que se escapa de
nuestras posibilidades. Mas adelante, estudiards herramientas mas eficaces para estudiar angulos, longitudes
y, como no, las razones trigonométricas. Ahora vamos a usar algunas ideas intuitivas que nos permitan
introducir esos conceptos.

Dos arcos de igual longitud corresponde al mismo angulo y a dos dngulos iguales corresponden arcos iguales

(de igual longitud). Ademas, dado cualquier nimero real v € [0, 27) existe un arco 1w tal que ([1,u] = .

Un hecho importante en la relacién entre dngulos y nimeros complejos de la circunferencia unidad es la
siguiente: si al dngulo & corresponde el complejo u,, y a otro dngulo 3 corresponde el nimero ug entonces

al dngulo a + 3 corresponde el nimero

Ua+f = UaUg-

Ya que la longitud de la circunferencia unidad es 27, tendremos, por ejemplo, que
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o ([1,i] =m/2.

°
~
=

S

+ 2] = /4.

El nimero real 7 no sélo es un nidmero irracional, esto es, que no se obtiene como divisién de dos enteros,
sino que tampoco se obtiene usando radicales. Aqui tienes una aproximacién con unos pocos de decimales:

3,141 592653 589 793 238 462 643 383 2795 . ..

Siu € C(0,1) es tal que ¢[1,u] = 1, se denomina radian al angulo que corresponde a ese arco.

Si se divide el arco 1 — 1 en 180 arcos de igual longitud (o igual dngulo), se obtienen arcos de longitud

180" al angulo correspondiente a cualquiera de estos arcos iguales se le denomina grado sexagesimal.

Ya que a cada dngulo & corresponde un tnico complejo u, € C(0,1) el dngulo & contiene o = ¢[1, u,]
radianes; se dice entonces que el dngulo @ mide o vale « radianes.

Cada dngulo a puede ser también expresado en grados (sexagesimales) una vez conocida la longitud del

e . . . . s . . 7
arco 1 uqy 0, lo que es lo mismo, su medida en radianes, sin mas que multiplicar ésta por 180/7.

Ejercicio 11.83. Encontrar un valor aproximado del dngulo radidn expresado en grados.

La relacién univoca entre los angulos y los arcos y, por tanto, con las longitudes de éstos, justifica expre-
siones, que usaremos a menudo, como & = 7/2 rad. 6 & = 24° (- rad. —y — ° — representan a radianes y
grados respectivamente).

Al igual que en la circunferencia unidad, si en cualquier circunferencia la longitud de un arco es igual al
radio entonces el angulo que determina es el radidn vy, reciprocamente, si el dngulo es el radian la longitud
del arco es igual al radio.

Ejercicio 11.84. ; Cual es la longitud del arco correspondiente a un dngulo de 2,5 radianes en una circun-
ferencia cuyo radio es 37.

Ejercicio 11.85. ;Qué relacidn existe entre la longitud de un arco y el angulo correspondiente medido en
radianes en una circunferencia de radio 7

Algunos de los dngulos mas usuales son los siguientes:

—

1. 101 = 0 radianes (dngulo nulo o cero).
2. 107 = /2 radianes (4ngulo recto).

3. 10 — 1 =  radianes (dngulo llano).
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DEFINICION 15.1 Sea un dngulo @ y u, € C(0,1) el dnico nimero complejo tal que & = ﬁu\a entonces

— llamamos seno del dngulo & y denotamos por sen @ al nimero real
sena = S (uq).

— llamamos coseno del dngulo & y denotamos por cos & al niimero real
cosa@ = R(ugy)-

— sicosa # 0, llamamos tangente del dngulo & y denotamos por tg & al niimero real

. senda
tga =

cosa

Si uq = a+ bi, sabemos que a = R(uq) y b = S(uq) luego, segiin hemos definido, a = cosa y b = senq,
asi que
Uq = COS O + 7 sen a.

Para cada a y 3 se verifican las siguientes propiedades:

a) sen®a + cos?a = 1.

b) sen a+B) :senacosg—l—senacos&
(d

sen(—a) = —sena

)

) sen(

(c) cos(@ + ) = cos@cos 3 — senasen 3
) sen(—

) cos(—

(e

Q) =cosa

Para probar (a) observa que si u, € C(0,1),

sen?a + cos’a = %(Ua)Q + %(Ua)Q =1

Ya que uq4g = UqUg, resulta

-~ ~

Uqtp = cos(a + () +isen(a + )
Uy = COSQ + 7 5en &

uB:cosB%-isenB
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Ejercicio 11.86. Iguala las partes real e imaginaria de los complejos u,3 Y uqug para obtener las propie-
dades (b) y (c).

Para probar las propiedades (d) y (e) observemos que u_qu, = ug = 1 luego
U_o = uy ' = R(ua) — S(ug)i
de donde se obtiene que sen(—a) = —sena y cos(—a) = cosa
Una relacién que nos puede ser (til es la siguiente: si @ < 7/2 radianes entonces
sena < ([1,u,] < tga

La igualdad sélo se da para el dngulo nulo. En la siguiente gréfica puedes ver esa relacién (no pienses que
esto lo demuestra):

tg a
sen @

Para un nimero real z € [0, 27) se define:
senx = sen(x rad.) cosx = cos(z rad.) tgx = tg(z rad.)

Para cualquier otro nimero real = es posible definir también estas razones trigonométricas de la siguiente

forma: llamamos "
ky=ent(—) vy zy=ux—2k,m.
2

Por definicién de parte entera, k, es el tinico nimero entero tal que:
ky < % <ky+1; estoes 2k,m <z <2k;+ 1m).
De donde, 0 < z — 2k, < 27. Lo que prueba que,
x=2py + 2k, y 0< 2, <27,
siendo k, y z, Unicos para cada x. Ahora se definen,

senx =senz; COST = COSz, tgx =1tgz,
Ejercicio 11.87. Prueba las siguientes propiedades:

(a) Para cualquier nimero real = senx,cosx € [—1,1].

(b) sen’x +cos’r =1 x €R.

Quico Benitez
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(c) sen(x + 2k7m) =senx y cos(z + 2kmw) = cosx para k € Z.

(d

senx < x si x> 0.

(e) sen(x +y) =senzcosy + seny cos .
(

2 2

sen 2r = 2sen T cosx y €cos2x = cos” x — sen” x.

)
)
)
f) cos(x 4+ y) = cosxz cosy — senzseny.
(2)
(h) sen(—z) = —senx y cos(—z) = cosz.

A+B A-B
(i) sen A+ sen B = 2sen ; cos —

A+B A-B
(j) cos A+ cos B = 2cos —5 cos ——o—.

(k) Si 0 <z < m/2 se tiene que tg > x.

Para cualquier nimero real x se definen los siguientes niimeros reales:

cuando senx # 0

cosecante cosecr =
sen

1
cosx

cuando cosx # 0

secante secxr =

cos
cotangente cotgz = —— cuando senz # 0
Sen xr

Ejercicio 11.88. Probar las siguientes relaciones trigonométricas (x,y € R):

(a) sec’z =1+tg?x (g) senzseny = 3 (cos(z — y) — cos(z + y))
(b) cos? x = Ltcgs2z (h) coszcosy = % (cos(z — y) + cos(z +y))
(c) sen?z = l=cos2e (i) senzcosy = % (sen(z — y) + sen(z +y))
sen(z =cosz
() ta(e +y) = {EEEL () sente +3)
9te (k) cos(z + §) = —senzx

(e) tg2x = 7g2

1—tg?x () sen(z +7) = —senz
(f) tg*2 = iggii (m) cos(z + ) = —cosz

Introduccion al analisis matemdtico
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